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SUMMARY 
THE OBJECTIVE OF THIS STUDY I S TO PRESENT A FRAMEWORK FOR THE 
CLASSIFICATION AND DEVELOPMENT OF OPTIMIZATION TECHNIQUES FOR THE 
DESIGN OF STATISTICAL QUALITY CONTROL CHART PROCEDURES. THE CRITERION 
OF OPTIMALITY I S THE MINIMIZATION OF THE LONG RUN AVERAGE NET QUALITY 
LOSSES OF A PROCESS. ALTHOUGH ONLY CONTROL CHARTS FOR VARIABLES HAVE 
BEEN CONSIDERED, THE FRAMEWORK CAN BE EASILY EXTENDED TO INCORPORATE 
CONTROL CHARTS FOR ATTRIBUTES AS WELL. ACCEPTANCE SAMPLING PLANS HAVE 
NOT BEEN CONSIDERED. 
THREE LEVELS OF SOPHISTICATION I N THE DESIGN OF A STATISTICAL 
QUALITY CONTROL CHART PROCEDURE HAVE BEEN DEFINED. I N LEVEL ONE, PAST 
PRACTICE AND RULE-OF-THUMB BASES ARE USED TO DETERMINE THE PARAMETERS 
OF THE QUALITY CONTROL PROCEDURE. LEVEL TWO I S FURTHER REFINED BY 
CONSIDERING THE IMPORTANT PROCESS CHARACTERISTICS FOR THE DESIGN OF 
THE PARAMETERS OF THE CONTROL PROCEDURE. I N LEVEL THREE, ALL THE 
IMPORTANT ECONOMIC AND OPERATING CHARACTERISTICS OF THE PROCESS ARE 
TAKEN INTO ACCOUNT. 
A COMPREHENSIVE SET OF S I X PROCESS QUALITY MODELS I S SUGGESTED 
I N ORDER TO: 1) ASSIST I N THE FORMULATION OF A SPECIFIC MODEL FOR A 
PROCESS QUALITY PROBLEM, 2) SERVE AS A MEANS OF CLASSIFYING THE 
EXISTING LITERATURE ON THE OPTIMIZING TECHNIQUES OF QUALITY CONTROL 
CHART PROCEDURE, AND 3 ) POINT OUT THE AREAS WHERE ADDITIONAL RESEARCH 
MAY BE DIRECTED. 
V 
T h e f i r s t t h r e e m o d e l s a r e u s e d f o r c o n t r o l l i n g o n l y t h e p r o c e s s 
m e a n , w h i l e t h e f o u r t h m o d e l i s u s e d f o r c o n t r o l l i n g o n l y t h e p r o c e s s 
v a r i a b i l i t y . T h e f i r s t t w o m o d e l s d e s c r i b e b a s i c a l l y d e t e r m i n i s t i c b e ­
h a v i o r s o f t h e p r o c e s s m e a n a n d t h e t h i r d m o d e l d e s c r i b e s a t i m e d e p e n d ­
e n t , s t o c h a s t i c b e h a v i o r o f t h e p r o c e s s m e a n . When b o t h t h e p r o c e s s 
m e a n a n d t h e p r o c e s s v a r i a b i l i t y n e e d t o b e c o n t r o l l e d , o n e o f t h e f i r s t 
t h r e e m o d e l s i s c o m b i n e d w i t h t h e f o u r t h m o d e l t o y i e l d M o d e l V . W h i l e 
t h e r a n d o m v a r i a b l e s i n v o l v e d i n t h e f i r s t f i v e m o d e l s a r e a s s u m e d t o 
b e n o r m a l l y d i s t r i b u t e d , t h e s i x t h m o d e l i s u s e d when t h e r a n d o m v a r i ­
a b l e s i n t h e p r o c e s s a r e known t o b e n o n - n o r m a l . 
T h e s u r v e y o f t h e l i t e r a t u r e i n d i c a t e s t h a t a s u b s t a n t i a l a m o u n t 
o f r e s e a r c h i s n e e d e d o n some o f t h e p r o c e s s q u a l i t y m o d e l s , e s p e c i a l l y 
M o d e l s I I , I I I a n d V I . T h e r e i s a l s o a n u r g e n t n e e d f o r t h e c o n s i d e r a ­
t i o n o f t h e e c o n o m i c f a c t o r s i n m a k i n g L e v e l T h r e e d e s i g n s . M o r e o v e r , 
t h e d e v e l o p m e n t s i n t h e o p t i m a l d e s i g n o f q u a l i t y c o n t r o l c h a r t s s h o u l d 
b e t r a n s l a t e d i n t o s i m p l i f i e d r u l e s t o make t h e m m o r e r e a d i l y u s a b l e i n 
i n d u s t r y . 
1 
C H A P T E R I 
I N T R O D U C T I O N 
I n s p e c t i o n h a s b e e n i n e x i s t e n c e f r o m t i m e i m m e m o r i a l , b u t 
s t a t i s t i c a l q u a l i t y c o n t r o l , a s i t i s k n o w n t o d a y , i s o f r e c e n t o r i g i n . 
I n s p e c t i o n a n d q u a l i t y c o n t r o l , b a s e d o n s t a t i s t i c s , b e g a n i n t h e e a r l y 
y e a r s o f t h e t w e n t i e t h c e n t u r y . T h e e a r l i e s t w o r k s o n i n d u s t r i a l q u a l i t y 
c o n t r o l were p e r f o r m e d b y a s m a l l g r o u p o f p e o p l e a t t h e W e s t e r n E l e c t r i c 
L a b o r a t o r i e s a n d t h e B e l l T e l e p h o n e L a b o r a t o r i e s . E » C . M o l i n a , o f t h e 
W e s t e r n E l e c t r i c C o m p a n y , i s k n o w n f o r c o m p u t i n g t h e t a b l e s o f t h e 
P o i s s o n d i s t r i b u t i o n . T h e e a r l i e s t p a p e r s d e a l i n g s p e c i f i c a l l y w i t h 
a c c e p t a n c e i n s p e c t i o n w e r e w r i t t e n b y C o g g i n s a n d S h e w h a r t . T h e 1 9 2 9 
D o d g e - R o m i g p l a n h a s r e m a i n e d v i r t u a l l y u n a l t e r e d t o t h i s d a y a n d 
n e a r l y a l l o t h e r p l a n s h a v e h a d c o n s i d e r a b l e i n s p i r a t i o n f r o m i t . 
S p u r r e d b y t h e S e c o n d W o r l d W a r , t h e d e v e l o p m e n t s a f t e r 1 9 4 1 
w e r e r a p i d . V a r i o u s g r o u p s w e r e o r g a n i z e d , t w o b e i n g a t C o l u m b i a 
U n i v e r s i t y a n d a t S t a n f o r d U n i v e r s i t y . A f t e r t h e w a r , t h e s e c u r i t y 
r e g u l a t i o n s w e r e l i f t e d a n d t h e D e p a r t m e n t o f D e f e n s e I s s u e d v a r i o u s 
s a m p l i n g p l a n s w h i c h a r e w i d e l y u s e d b y i n d u s t r y t o d a y . D u r i n g t h e 
p a s t d e c a d e , a n e n o r m o u s v o l u m e o f w o r k h a s b e e n d o n e o n s t a t i s t i c a l 
q u a l i t y c o n t r o l . T h e A m e r i c a n S o c i e t y o f Q u a l i t y C o n t r o l w a s b o r n i n 
1 9 4 6 a n d h a s b e e n I s s u i n g i t s j o u r n a l s r e g u l a r l y e v e r s i n c e . I n 1 9 5 2 , 
t h e R o y a l S t a t i s t i c a l S o c i e t y b e g a n t h e p u b l i c a t i o n o f t h e j o u r n a l 
A p p l i e d S t a t i s t i c s . S t a t i s t i c a l q u a l i t y c o n t r o l h a s n o w s p r e a d t o 
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many c o u n t r i e s a n d r e l e v a n t s o c i e t i e s e x i s t i n E u r o p e a n d t h e F a r E a s t , 
Q u a l i t y C o n t r o l a n d E n g i n e e r i n g E c o n o m y 
A l t h o u g h d e v e l o p m e n t o f s t a t i s t i c a l q u a l i t y c o n t r o l h a s b e e n 
i n d i r e c t l y s p u r r e d b y u l t i m a t e e c o n o m i c o b j e c t i v e s , t h e p l a n s h a v e v e r y 
s e l d o m t a k e n a l l t h e e c o n o m i c f a c e t s e x p l i c i t l y i n c o n s i d e r a t i o n . E n ­
g i n e e r i n g e c o n o m y a n d q u a l i t y c o n t r o l o f t e n s e r v e i d e n t i c a l p u r p o s e s , 
b u t c o n v e n t i o n a l e n g i n e e r i n g e c o n o m y t e c h n i q u e s a r e o f t e n d i f f i c u l t t o 
a p p l y t o m a t t e r s o f q u a l i t y , , 
I n t h e m a n a g e m e n t o f a n y p r o d u c t i v e e n t e r p r i s e , d e c i s i o n s o f 
v a r i o u s k i n d s a r e r e q u i r e d 0 W h e r e t e c h n i c a l c o n s i d e r a t i o n s a r e i n v o l v e d 
i n t h e a l t e r n a t i v e c o u r s e s o f a c t i o n o p e n t o t h e d e c i s i o n m a k e r , a s t u d y 
c o m p a r i n g s p e c i f i c e c o n o m i c e s t i m a t e s o f t h e a l t e r n a t i v e s a s w e l l a s a 
c o n s i d e r a t i o n o f o t h e r f a c t o r s , n o t r e a d i l y e x p r e s s a b l e i n e c o n o m i c 
t e r m s , i s c a l l e d a n e n g i n e e r i n g e c o n o m y s t u d y . E n g i n e e r i n g e c o n o m y 
s t u d i e s d e a l i n g w i t h q u a l i t y m a t t e r s a r e o f t e n v e r y d i f f i c u l t t o c a r r y 
o u t b e c a u s e o f t h e d i f f i c u l t y o f e x p r e s s i n g i n e c o n o m i c t e r m s t h e 
p r o b a b l e e f f e c t s o f p a r t i c u l a r q u a l i t y d e c i s i o n s , a n d due t o t h e f a c t 
t h a t t h e a c c o u n t s o f a n e n t e r p r i s e u s u a l l y d o n o t i d e n t i f y t h e c o s t s 
o f s p o i l a g e a n d c o s t s a s s o c i a t e d w i t h s e l l i n g d e f e c t i v e i t e m s t o c u s ­
t o m e r s o P e r h a p s f o r t h i s r e a s o n , m o s t q u a l i t y d e c i s i o n s i n p r a c t i c e 
s e e m t o b e made o n a n i n t u i t i v e b a s i s . D u r i n g t h e l a s t d e c a d e , h o w e v e r , 
t h e r e h a v e b e e n some s p o r a d i c e f f o r t s t o s t a t e t h e p r i n c i p l e s o f c h o i c e 
b e t w e e n q u a l i t y c o n t r o l a l t e r n a t i v e s m o r e e x p l i c i t l y a n d t h i s s t u d y 
d e a l s w i t h s o m e o f t h e s e e f f o r t s . 
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M e a n i n g o f Q u a l i t y 
B e f o r e d e a l i n g w i t h t h e o p t i m i z a t i o n t e c h n i q u e s o f s t a t i s t i c a l 
q u a l i t y c o n t r o l , i t i s n e c e s s a r y t o d e f i n e " q u a l i t y " o r , i n o t h e r w o r d s , 
" p r o d u c t q u a l i t y . " T h e t e r m " p r o d u c t q u a l i t y " c a n v e r y w e l l b e u s e d 
s i n c e t h e c o n v e n t i o n a l q u a l i t y c o n t r o l t o o l s a r e c h i e f l y u s e d i n p r o ­
d u c t i v e e n t e r p r i s e s a n d n o t i n s e r v i c e e n t e r p r i s e s . A c c o r d i n g t o 
F e i g e n b a u m ( 1 6 ) , p r o d u c t q u a l i t y c a n b e d e f i n e d a s " t h e c o m p o s i t e p r o d ­
u c t c h a r a c t e r i s t i c s o f e n g i n e e r i n g a n d m a n u f a c t u r e t h a t d e t e r m i n e t h e 
d e g r e e t o w h i c h t h e p r o d u c t i n u s e w i l l m e e t t h e e x p e c t a t i o n s o f t h e 
c u s t o m e r . " T h e t e r m s , s u c h a s r e l i a b i l i t y , s e r v i c e a b i l i t y , a n d m a i n ­
t a i n a b i l i t y , w h i c h a r e s o m e t i m e s u s e d a s d e f i n i t i o n s o f p r o d u c t q u a l i t y , 
a r e i n d i v i d u a l c h a r a c t e r i s t i c s w h i c h g o t o m a k e up t h e c o m p o s i t e p r o d u c t 
q u a l i t y . 
P r o d u c t q u a l i t y c a n b e d i v i d e d i n t o t w o c l a s s e s : F i r s t , t h e 
q u a l i t y o f d e s i g n o r t h e v a l u e i n h e r e n t i n t h e d e s i g n a n d s e c o n d , t h e 
q u a l i t y o f c o n f o r m a n c e t o t h a t d e s i g n . S t a t i s t i c a l q u a l i t y c o n t r o l p r o ­
c e d u r e s d e a l c h i e f l y w i t h t h e q u a l i t y o f c o n f o r m a n c e a n d i n f l u e n c e t h e 
q u a l i t y o f d e s i g n o n l y i n d i r e c t l y . T h e e f f e c t o f t h e q u a l i t y c o n t r o l 
p r o c e d u r e s o n t h e d e s i g n o f t h e p r o d u c t w i l l b e i g n o r e d i n t h i s s t u d y 
p r i n c i p a l l y b e c a u s e o f t h e i n d i r e c t r e l a t i o n s h i p b e t w e e n t h e t w o . 
C o s t s o f Q u a l i t y 
T h e t o t a l c o s t o f a p r o d u c t d e c r e a s e s , o r t h e v a l u e o f t h e f i n ­
i s h e d p r o d u c t i n c r e a s e s w i t h t h e i n c r e a s e i n t h e q u a l i t y o f c o n f o r m a n c e , 
u n t i l a n o p t i m u m l e v e l i s r e a c h e d . B e y o n d t h i s o p t i m u m , when " p e r f e c ­
t i o n i s m " s e t s i n , t h e i n c r e a s e d c o s t o f a c h i e v i n g b e t t e r q u a l i t y m o r e 
4 
t h a n o f f s e t s t h e g r e a t e r m a r k e t v a l u e o f t h e f i n i s h e d p r o d u c t . H e n c e 
t h e b a s i c p u r p o s e o f q u a l i t y c o n t r o l i s t o s t r i k e t h e o p t i m u m b a l a n c e 
b e t w e e n t h e c o s t s o f q u a l i t y a n d t h e v a l u e o f q u a l i t y f o r e a c h p r o d u c t . 
T h e c o s t s o f q u a l i t y c a n b e d i v i d e d i n t o t h e f o l l o w i n g c a t e g o ­
r i e s ; 
1 . A p p r a i s a l c o s t s . T h e s e i n c l u d e t h e e x p e n s e s f o r m a i n t a i n i n g 
c o m p a n y q u a l i t y l e v e l s b y m e a n s o f f o r m a l e v a l u a t i o n s o f p r o d u c t q u a l ­
i t y . S p e c i f i c a l l y i n c l u d e d a r e i n c o m i n g , p r o c e s s , a n d f i n a l i n s p e c t i o n 
a n d t e s t i n g . 
2 . F a i l u r e c o s t s . T h e s e c o s t s a r e c a u s e d b y d e f e c t i v e m a t e r i a l 
a n d p r o d u c t s t h a t d o n o t m e e t c o m p a n y q u a l i t y s p e c i f i c a t i o n s . I n c l u d e d 
a r e s c r a p , r e w o r k , a l l c o s t s o f c o m p l a i n t a d j u s t m e n t s , a n d a l l c o s t s f o r 
c u s t o m e r s e r v i c e s i n c l u d i n g t h e l o s s o f g o o d w i l l . 
3 . P r e v e n t i o n c o s t s . T h e s e c o s t s a r e i n c u r r e d f o r t h e p u r p o s e 
o f k e e p i n g d e f e c t s f r o m o c c u r r i n g i n t h e f i r s t p l a c e . P r e v e n t i o n c o s t s 
c o n s i s t c h i e f l y o f q u a l i t y c o n t r o l e n g i n e e r i n g c o s t s . 
T h e p r e v e n t i o n c o s t s c a t e g o r y n o w a m o u n t s t o p e r h a p s 5 t o 1 0 p e r 
c e n t o f t h e t o t a l q u a l i t y c o s t s , w h i c h s u g g e s t s t h a t t h e q u a l i t y c o n t r o l 
e x p e n s e s a r e i n c u r r e d t h e w r o n g w a y . I t a p p e a r s t o b e p o s s i b l e t o c u t 
t h e t w o m a j o r c o s t s e g m e n t s o f a c o m p a n y ' s q u a l i t y c o s t s b y m e a n s o f 
m u c h s m a l l e r i n c r e a s e s i n t h e p r e v e n t i o n c o s t s e g m e n t . T h e s e c i r c u m ­
s t a n c e s f o r e c a s t a s h a r p i n c r e a s e i n t h e i m p o r t a n c e o f t h e p r e v e n t i o n 
c o s t c a t e g o r y , o r i n t h e e m p h a s i s o n " i n - p r o c e s s " s t a t i s t i c a l q u a l i t y 
c o n t r o l m e t h o d s . 
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P u r p o s e o f Q u a l i t y C o n t r o l 
T h e o p t i m i z a t i o n o f q u a l i t y c o n t r o l p r o c e d u r e s i s a n e n d e a v o r t o 
m i n i m i z e t h e sum t o t a l o f t h e t h r e e d i f f e r e n t q u a l i t y c o s t s . O f t h e s e 
t h r e e c l a s s e s o f c o s t s , t h e f a i l u r e c o s t s a r e i n h e r e n t l y t h e m o s t d i f f i ­
c u l t t o e v a l u a t e . T h e g r e a t e s t d i f f i c u l t y o c c u r s i n t h e c o n s u m e r s * 
g o o d s i n d u s t r i e s , w h e r e t h e p r o d u c t g o e s t o a g r e a t many d i f f e r e n t 
c u s t o m e r s who m a k e n o f o r m a l a c c e p t a n c e t e s t s . I t i s , t h e r e f o r e , o f t e n 
n e c e s s a r y t o make c e r t a i n a s s u m p t i o n s r e g a r d i n g t h e c o s t p a r a m e t e r s i n 
o r d e r t o t a k e a l l t h e i m p o r t a n t f a c t o r s i n t o c o n s i d e r a t i o n . 
L e v e l s o f I n s p e c t i o n 
T o m i n i m i z e t h e t o t a l q u a l i t y c o s t s , i t i s s o m e t i m e s e c o n o m i c a l 
t o d o n o i n s p e c t i o n a t a l l , s o m e t i m e s m o s t e c o n o m i c a l t o h a v e 100 p e r 
c e n t i n s p e c t i o n , a n d s o m e t i m e s b e s t t o h a v e a s a m p l i n g i n s p e c t i o n o f 
s o m e t y p e . I n v i e w o f t h e o b j e c t i v e o f maximum e c o n o m y , c e r t a i n c o n d i ­
t i o n s a r e e v i d e n t t h a t a r e f a v o r a b l e t o e a c h o f t h e s e l e v e l s o f i n s p e c ­
t i o n . W h e r e a p r o d u c t i s c o n s i s t e n t l y s a t i s f a c t o r y f o r t h e p u r p o s e 
i n t e n d e d , i t i s l i k e l y t o b e m o s t e c o n o m i c a l t o h a v e n o i n s p e c t i o n w h a t ­
e v e r . S o m e t i m e s , h o w e v e r , c o n c e a l e d o p p o r t u n i t i e s may e x i s t i n t h e 
p r o c e s s f o r r e d u c i n g p r o d u c t i o n c o s t s a n d s u c h o p p o r t u n i t i e s may o n l y 
b e d i s c l o s e d b y r e g u l a r s a m p l i n g i n s p e c t i o n u s i n g c o n t r o l c h a r t s . Low 
u n i t f a i l u r e c o s t s may a l s o m a k e i t e c o n o m i c a l t o d o n o i n s p e c t i o n w h a t ­
e v e r . F o r e x a m p l e , w h e r e a n u n s a t i s f a c t o r y p r o d u c t i s r e a d i l y d i s c o v e r e d 
a n d e l i m i n a t e d i n a s u b s e q u e n t p r o d u c t i o n o p e r a t i o n , i t m a y b e c h e a p e r t o 
t o l e r a t e a m o d e r a t e p e r c e n t a g e o f s u c h p r o d u c t t h a n t o e l i m i n a t e i t b y 
i n s p e c t i o n . 
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W h e r e a p r o d u c t i s c o n s i s t e n t i n q u a l i t y b u t n e a r l y a l w a y s c o n ­
t a i n s a s u b s t a n t i a l p e r c e n t a g e o f u n s a t i s f a c t o r y p r o d u c t , 1 0 0 p e r c e n t 
i n s p e c t i o n may b e t h e m o s t e c o n o m i c a l a l t e r n a t i v e . H e r e t h e c h o i c e i s 
l i k e l y t o b e b e t w e e n 1 0 0 p e r c e n t i n s p e c t i o n a n d n o i n s p e c t i o n . T h e 
h i g h e r t h e p e r c e n t a g e o f u n s a t i s f a c t o r y p r o d u c t p r o d u c e d a n d t h e h i g h e r 
t h e f a i l u r e c o s t p e r u n i t o f s u c h p r o d u c t , t h e m o r e f a v o r a b l e t h e c o n ­
d i t i o n s f o r 1 0 0 p e r c e n t i n s p e c t i o n . 
S a m p l i n g i n s p e c t i o n i s m o s t e c o n o m i c a l when a p r o d u c t i s u s u a l l y 
g o o d e n o u g h f o r n o i n s p e c t i o n t o b e m o r e e c o n o m i c a l t h a n 1 0 0 p e r c e n t 
i n s p e c t i o n , a n d w h e r e t h e p r o d u c t i s o c c a s i o n a l l y b a d e n o u g h f o r 1 0 0 
p e r c e n t i n s p e c t i o n t o b e m o r e e c o n o m i c a l . I t s h o u l d b e r e c o g n i z e d a t 
t h i s s t a g e t h a t s a m p l i n g i n s p e c t i o n s c h e m e s may p o s s i b l y r e d u c e t h e 
q u a l i t y c o s t s i n t w o w a y s . One w a y i s b y t h e r e c t i f i c a t i o n o r r e j e c t i o n 
o f t h e r e l a t i v e l y b a d l o t s o f p r o d u c t , t h e r e b y m a k i n g t h e p r o p o r t i o n o f 
u n s a t i s f a c t o r y p r o d u c t a p p r o v e d l e s s t h a n t h e p r o p o r t i o n s u b m i t t e d . T h e 
o t h e r way i s b y r e d u c i n g t h e p r o p o r t i o n o f u n s a t i s f a c t o r y p r o d u c t s u b ­
m i t t e d . S a m p l i n g i n s p e c t i o n may i m p r o v e p r o d u c t q u a l i t y t h r o u g h t h e 
d i a g n o s i s o f c a u s e s o f q u a l i t y t r o u b l e s a n d t h r o u g h t h e e x e r t i o n o f 
e f f e c t i v e p r e s s u r e f o r p r o c e s s i m p r o v e m e n t . 
Q u a l i t y L o s s e s 
F o r m o s t p r o d u c t s t h e r e a r e many q u a l i t y c h a r a c t e r i s t i c s t o b e 
c o n t r o l l e d . T h e q u a l i t y l o s s e s a r e d i s t r i b u t e d among a l l t h e s e q u a l i t y 
c h a r a c t e r i s t i c s b u t f o r t u n a t e l y t h e y a r e n o t u s u a l l y u n i f o r m l y d i s t r i b ­
u t e d . T h e l o s s e s a r e o f t e n m a l d i s t r i b u t e d i n s u c h a way t h a t a s m a l l 
p e r c e n t a g e o f t h e q u a l i t y c h a r a c t e r i s t i c s a l w a y s c o n t r i b u t e s t o a h i g h 
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p e r c e n t a g e o f t h e q u a l i t y l o s s . T h i s i s f o r t u n a t e b e c a u s e s i g n i f i c a n t 
i m p r o v e m e n t c a n b e s e c u r e d a t a m in imum o f i n v e s t i g a t i o n c o s t . T h e i n ­
v e s t i g a t i o n p l u s t h e c o r r e c t i o n c o s t f o r a n y q u a l i t y c h a r a c t e r i s t i c i s 
s u b s t a n t i a l a n d s h o u l d b e u n d e r t a k e n o n l y when t h e l o s s e s i n c u r r e d a r e 
m o r e t h a n e n o u g h t o j u s t i f y a s t u d y f o r i m p r o v e m e n t . F o r m o s t q u a l i t y 
c h a r a c t e r i s t i c s , t h e c o s t o f i n v e s t i g a t i o n a n d c o r r e c t i o n e x c e e d s t h e 
q u a l i t y l o s s e s . 
I n t h i s a g e o f i n c r e a s i n g c o m p e t i t i o n b e t w e e n e n t e r p r i s e s a n d 
t h e r i s e i n p r e c i s i o n o f t h e p r o d u c t s , a l l t h e a b o v e - m e n t i o n e d f a c t o r s 
d e n o t e a n e e d f o r a n i n c r e a s e i n e m p h a s i s o n m i n i m i z i n g q u a l i t y c o s t s . 
T h i s i s p a r t i c u l a r l y t r u e s i n c e q u a l i t y c o s t s f r e q u e n t l y a m o u n t t o a s 
much a s 10 t o 12 p e r c e n t o f t h e t o t a l c o s t . T h e n a t u r e o f t h i s i n ­
c r e a s e d e m p h a s i s i s a l s o s i g n i f i c a n t . I n t h e p a s t , m o s t o f t h e e f f o r t s 
h a v e b e e n d e v o t e d t o w o r k i n g o u t t h e d e t a i l s o f a p p l y i n g t h e c o n v e n t i o n a l 
c h a r t s t o t h e p r o d u c t i o n p r o c e s s e s . T h e c u r r e n t t r e n d t o w a r d s a u t o m a t e d 
p r o c e s s e s , t o g e t h e r w i t h t h e u s e o f h i g h - s p e e d c o m p u t e r s i n d a t a p r o c ­
e s s i n g , p o i n t t o w a r d s t h e n e c e s s i t y o f b r o a d e n i n g t h e s c o p e o f t h e d e ­
v e l o p m e n t s i n t h e q u a l i t y c o n t r o l f i e l d . M o r e o v e r , w i t h t h e d e v e l o p m e n t 
o f a p p l i e d s t a t i s t i c s a n d o p e r a t i o n s r e s e a r c h , m o r e s o p h i s t i c a t e d t o o l s 
a r e b e i n g d e v e l o p e d t o c a t e r t o t h e n e e d s o f o p t i m i z i n g q u a l i t y c o n t r o l 
p r o c e d u r e s . T h e p u r p o s e o f t h i s s t u d y i s t o p r e s e n t a f r a m e w o r k f o r t h e 
d e v e l o p m e n t o f t h e s e m o r e s o p h i s t i c a t e d p r o c e d u r e s . 
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CHAPTER I I 
THE ROLE OF THE MATHEMATICAL MODEL IN THE 
DESIGN OF AN OPTIMAL QUALITY CONTROL PROCEDURE 
L e v e l s o f S o p h i s t i c a t i o n 
T h e r e a r e s e v e r a l p o s s i b l e l e v e l s o f s o p h i s t i c a t i o n i n t h e d e s i g n 
o f a s t a t i s t i c a l c o n t r o l c h a r t p r o c e d u r e . T h e s e c a n b e b r o a d l y c l a s s i ­
f i e d u n d e r t h r e e l e v e l s ; 
L e v e l O n e . A p p l i c a t i o n o f t h e c o n v e n t i o n a l X a n d R c h a r t s t o 
g i v e 3 - s i g m a c o n t r o l l i m i t s , a n d u s i n g p a s t p r a c t i c e o r o t h e r r u l e - o f -
t humb b a s e s t o s p e c i f y t h e s a m p l i n g p r o c e d u r e . 
L e v e l T w o . A d j u s t m e n t , o n a s e m i - q u a n t i t a t i v e b a s i s , o f t h e 
s a m p l i n g p r o c e d u r e a n d t h e c o n t r o l - c h a r t d e c i s i o n r u l e s u s e d i n L e v e l 
O n e , i n v i e w o f c e r t a i n c h a r a c t e r i s t i c s o f t h e p r o c e s s i n q u e s t i o n . 
L e v e l T h r e e . A d j u s t m e n t o n a q u a n t i t a t i v e b a s i s o f t h e s a m p l i n g 
p r o c e d u r e a n d t h e c o n t r o l - c h a r t d e c i s i o n r u l e s u s e d i n L e v e l O n e , g i v i n g 
f u l l c o n s i d e r a t i o n t o a l l o f t h e i m p o r t a n t e c o n o m i c a n d o p e r a t i n g 
c h a r a c t e r i s t i c s o f t h e p r o c e s s i n q u e s t i o n . 
T h i s c l a s s i f i c a t i o n s y s t e m w i l l b e d e s c r i b e d i n m o r e d e t a i l a n d 
w i l l b e i l l u s t r a t e d b y h y p o t h e t i c a l e x a m p l e s . 
F i r s t L e v e l o f S o p h i s t i c a t i o n 
T h e c o n v e n t i o n a l c o n t r o l - c h a r t a n d s a m p l i n g p r o c e d u r e s c o n s t i t u t e 
t h e f i r s t l e v e l o f s o p h i s t i c a t i o n . T h i s a p p l i e s e q u a l l y w e l l t o c o n t r o l 
c h a r t s b y v a r i a b l e s a n d a t t r i b u t e s . T h e s a m p l e s i z e a n d t h e f r e q u e n c y 
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of sampling are determined more or less intuitively. 
Illustration. To ilustrate the design of a control chart by 
variables, consider a measurable quality characteristic X. In order to 
control the process, both the average and the general variability of 
the process should be controled, especialy if (USL - LSL)/o~is smal, 
where USL and LSL are the Upper and Lower Specification Limits, respec­
tively, and CT is the process standard deviation. The most convenient 
control charts to be employed for this purpose are X and R charts. The 
target value of X and R can be determined from past data and the 3-sigma 
control limits are instaled in the usual manner. 
The criteria for detecting lack of control may be: 
1. a point outside of the control limits, or 
2. two successive points falling outside warning lines but within the control limits where the warning lines may be set at — 25 — 2d«R" 
X + — and R + . . In other words, the warning lines are the 
- d2 V « d2 "2-sigmaM limits. 
Sample Size. The determination of the sample size and the fre­
quency of sampling for X and R-chart is a difficult problem. Its com­
plete solution depends not only on the various risks inherent in the 
sampling process but on the costs of inspection, scrap, and rework. In 
the first level of sophistication of the design of control chart pro­
cedures, the determination is principaly based on past practice. Often 
some eficiency of the test is lost in this approximate design practice 
but, due to its simplicity and convenience, this type of approximate 
design is the most popular and widely used in industry. 
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S e c o n d L e v e l o f S o p h i s t i c a t i o n 
T h e c o n t r o l c h a r t I s m e r e l y a c o n v e n i e n t d e v i c e f o r p e r f o r m i n g a 
s t a t i s t i c a l s i g n i f i c a n c e t e s t ; t h e i n - c o n t r o l d e s c r i p t i o n i s t h e n u l l 
h y p o t h e s i s H Q s , w h i l e t h e o u t - o f - c o n t r o l d e s c r i p t i o n i s t h e a l t e r n a t e 
h y p o t h e s i s H a s . I n L e v e l O n e c o n t r o l c h a r t d e s i g n , t h e a l t e r n a t e h y p o t h ­
e s i s i s u s u a l l y n o t s t a t e d a n d i t i s i m p l i c i t l y a s s u m e d . T h e e x p l i c i t 
s t a t e m e n t o f t h e a l t e r n a t e h y p o t h e s i s i n t h e L e v e l T w o c o n t r o l c h a r t 
d e s i g n , h o w e v e r , p e r m i t s t h e d e s i g n o f a m o r e p r e c i s e c o n t r o l c h a r t 
p r o c e d u r e t h a n m i g h t b e p o s s i b l e i f i t w e r e n o t s t a t e d o 
T h e s a m p l e s i z e a n d t h e f r e q u e n c y o f s a m p l i n g a r e d e t e r m i n e d b y 
l o g i c a l l y c o n s i d e r i n g t h e m o s t r e l e v a n t p r o c e s s c h a r a c t e r i s t i c s . D u r i n g 
t h e a n a l y s i s a n d d e s i g n o f t h e s a m p l i n g p r o c e d u r e , c o s t p a r a m e t e r s a r e 
n o t e x p l i c i t l y t a k e n i n t o c o n s i d e r a t i o n . 
I l l u s t r a t i o n . C o n s i d e r a p r o c e s s w h i c h i s s u b j e c t t o t o o l w e a r . 
T h e p r o d u c t i s p r o d u c e d i n d i s c r e t e u n i t s a n d h a s a n u p p e r a n d a l o w e r 
s p e c i f i c a t i o n l i m i t s , U S L a n d L S L , b a s e d o n a m e a s u r e m e n t t y p e q u a l i t y 
c h a r a c t e r i s t i c , X . T h u s , X m a y r e p r e s e n t t h e d i a m e t e r o f a c y l i n d r i c a l 
p i e c e b e i n g t u r n e d o n a l a t h e . T h e d i s t r i b u t i o n o f t h e r a n d o m v a r i a b l e 
X c a n b e s a t i s f a c t o r i l y d e s c r i b e d b y s o m e d e n s i t y f u n c t i o n , f ( X ) , w h i c h 
i s a s s u m e d t o b e n o r m a l . T h e n u l l a n d a l t e r n a t e h y p o t h e s e s c a n b e 
s t a t e d i n t h e f o l l o w i n g m a n n e r s 
P r o c e s s i n - c o n t r o l ( H Q s ) 
P r o c e s s m e a n * L t + * V t 
P r o c e s s v a r i a n c e • 
1 1 
and, y • a positive constant giving the shift in the proces  mean per 
unit time due to tool wear. 
Proces  out-of-control (Has) 
k Proces  mean « /ul + y t + k«r 
o 
Proces  variance = o~ 
On the basis of the above-mentioned proces  characteristics, the 
folowing semi-quantiative design improvements over a Level One design 
can be made, 
i) Whenever any change in the seting of the proces  mean is to 
be efected, the proces  mean should be centered at (LSL + 3c) in order 
to maximize the time betwen the adjustment of the proces  mean and the 
occurence of defective units. 
ii) If the maximum of lOOp per cent defective items can be tol­
erated, let kf be the value of Z in the normal table such that it is 
exceded in the positive direction by lOOp per cent of the cases. To 
insure that a shift of the proces  mean to USL - k'<r or LSL + k'cr 
is detected with a probabilty of 0.95, the control limits should be 
set at USL - (k« + ̂ ~)<r and LSL + (k» + LOĴ5)<T . There wil be 
little danger of producing excessive defective items as long as the 
sample mean lies betwen the control limits. 
The average life of the tool can be established and tools may be 
replaced at the end of every such period, but the control charts are 
retained to aford protection against unusual behavior of the proces  
mean. 
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F r o m t h e i l l u s t r a t i o n g i v e n a b o v e , i t i s o b v i o u s t h a t t h e n e c e s ­
s a r y r e q u i r e m e n t s f o r t h e d e s i g n o f q u a l i t y c o n t r o l p r o c e d u r e s a t t h e 
S e c o n d L e v e l o f s o p h i s t i c a t i o n a r e s 
1) t h e e x p l i c i t s t a t e m e n t o f t h e n u l l a n d a l t e r n a t e h y p o t h e s e s ; 
2) a n a l y t i c a l c o n s i d e r a t i o n o f t h e m o s t r e l e v a n t p r o c e s s c h a r ­
a c t e r i s t i c s ; a n d 
3 ) t h e p r u d e n t a n d l o g i c a l u s e o f s u b j e c t i v e j u d g m e n t . 
T h i r d L e v e l o f S o p h i s t i c a t i o n 
T h e d e s i g n o f a c o n t r o l c h a r t p r o c e d u r e f r o m t h e L e v e l T h r e e 
s t a n d p o i n t a t t e m p t s t o c o n s i d e r a l l t h e i m p o r t a n t f a c t o r s w h i c h a f f e c t 
t h e p r o c e s s b o t h e c o n o m i c a l l y a n d p h y s i c a l l y . T h u s , f u l l c o n s i d e r a t i o n 
i s g i v e n t o t h e i m p o r t a n t e c o n o m i c f a c e t s o f t h e p r o c e s s i n q u e s t i o n . 
T h e m a j o r d i f f i c u l t y i n t h e L e v e l T h r e e c o n t r o l c h a r t d e s i g n 
p r o c e d u r e l i e s i n t h e f a c t t h a t i t i s d i f f i c u l t t o f o r m u l a t e a m o d e l 
w h i c h r e p r e s e n t s t h e b e h a v i o r o f t h e p r o c e s s w i t h s u f f i c i e n t a c c u r a c y , 
a n d w h i c h c a n b e m a n i p u l a t e d e a s i l y w i t h t h e e x i s t i n g m a t h e m a t i c a l 
t e c h n i q u e s . T h e f o r m u l a t i o n o f t h e m o d e l r e q u i r e s a n a n a l y s t w i t h a 
h i g h d e g r e e o f m a t h e m a t i c a l a b i l i t y , l o g i c a l r e a s o n i n g p o w e r , a n d a n 
i n t u i t i v e j u d g m e n t . 
I l l u s t r a t i o n . C o n s i d e r a n i l l u s t r a t i v e e x a m p l e I n t h e e c o n o m i c 
d e s i g n o f X c h a r t s u s e d t o m a i n t a i n c u r r e n t c o n t r o l o f a p r o c e s s . A 
p r o d u c t i s p r o d u c e d i n d i s c r e t e u n i t s a n d h a s a n u p p e r a n d a l o w e r 
s p e c i f i c a t i o n l i m i t s , USL a n d L S L , b a s e d o n a m e a s u r e m e n t t y p e q u a l i t y 
c h a r a c t e r i s t i c X . T h e n u l l a n d a l t e r n a t e h y p o t h e s e s c a n b e s t a t e d i n 
t h e f o l l o w i n g w a y . 
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PROCESS IN CONTROL ( H Q S ) 
PROCESS MEAN = /jl 
7 
PROCESS VARIANCE -(T 
DISTRIBUTION OF THE RANDOM VARIABLE X IS APPROXIMATELY NORMAL. 
PROCESS OUT-OF-CONTROL ( H A S ) 
PROCESS MEAN • ju + yt 
PROCESS VARIANCE = (7^ 
DISTRIBUTION OF THE RANDOM VARIABLE X IS APPROXIMATELY NORMAL. 
T H E VARIOUS PROCESS CHARACTERISTICS ARE SUMMARISED AS FOLLOWS; 
H «• RUNNING HOURS BETWEEN SAMPLES, 
N • SAMPLE SIZE. 
p = PRODUCTION RATE IN UNITS PER RUNNING HOUR, 
K" = THE NUMBER OF STANDARD ERRORS OF THE MEAN B E T W E E N ^ &ND A 
CONTROL LIMIT, OR 
= UCL - Jjl = /ul - LCL 
ASSUMING THAT THE UPPER AND LOWER CONTROL LIMITS ARE EQUIDISTANT FROM 
X = "ARRIVAL RATE" OF ASSIGNABLE CAUSES OF VARIATION. 
<Z = PROBABILITY OF MAKING A TYPE I ERROR WHEN THE PROCESS IS IN 
CONTROL. 
V - THE PROPORTION OF THE TIME THE PROCESS IS IN-CONTROL. 
14 
When the process goes out of controls 
/3t - the probabilty of failing to detect the shift on the i'th 
sample after the inception of an assignable cause. 
= the number of standard errors of the mean by which the proc­
ess mean has shifted from fju at the time of taking the i'th sample. 
V± = average number of defective units produced between (i - 1) 
and i'th sample after the process has gone out of control. 
ĥ  = the expected operating time of the process between the in­
ception of an assignable cause and the first control sample. 
0 = the expected elapsed time between the inception of an 
assignable cause and its detection. 
V •» a constant, giving the shift in the process mean per running 
hour when the process is running out of control. 
The relevant cost parameters are summarized as folows: 
a + bn - sampling costs in dolars for a sample of size n. It 
is asumed that a part of the sampling cost is fixed for each sample, 
such as the cost of sampling and computation. The cost of inspection 
and part of the cost of sampling and computation vary with the size of 
sample. 
c = loss in dolars for scrap and rework for each defective unit 
produced when the process is out of control. 
0 « an asumed factor proportionate to the cost of search for an 
assignable cause - ( T , where (0 * 0 * 1). 
V = a factor necessary to convert 0 from a relative number to a 
dolar value. 
C8 = sampling cost per running hour = (a + bn)/h. 
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C Q • o p e r a t i n g c o s t p e r r u n n i n g h o u r . T h i s i s t h e c o s t o f l o o k ­
i n g f o r t r o u b l e . 
Cd = c o s t o f d e f e c t i v e m a t e r i a l s p e r r u n n i n g h o u r . 
C = t o t a l r e l e v a n t p r o c e s s q u a l i t y c o s t s p e r r u n n i n g h o u r . C o s t 
f a c t o r s , w h i c h a r e u n a f f e c t e d b y t h e c h o i c e o f n , h a n d c o n t r o l l i m i t s , 
a r e n o t c o n s i d e r e d . 
Y ' = e x p e c t e d t o t a l c o s t o f l o o k i n g f o r t r o u b l e when t h e p r o c e s s 
g o e s o u t o f c o n t r o l . 
A s s u m p t i o n s . I t w i l l b e a s s u m e d t h a t i n t h e o p e r a t i o n o f a n X 
c h a r t t h e r u l e w i l l b e f o l l o w e d o f t a k i n g a c t i o n o n l y when a s a m p l e 
p o i n t f a l l s o u t s i d e t h e c o n t r o l l i m i t s . T h e o p e r a t i n g c o s t i s t h e c o s t 
o f l o o k i n g f o r t r o u b l e when a p o i n t f a l l s o u t s i d e t h e c o n t r o l l i m i t s . 
I f t h e s h i f t i n t h e p r o c e s s m e a n i s v e r y s m a l l , t h e p r o b a b i l i t y o f 
f i n d i n g t h e t r o u b l e i s v e r y s m a l l a n d h e n c e t h e c o s t o f l o o k i n g f o r i t 
i s l a r g e . On t h e o t h e r h a n d , i f t h e s h i f t i n t h e p r o c e s s m e a n i s v e r y 
g r e a t , t h e s o u r c e o f t r o u b l e w i l l o r d i n a r i l y b e o b v i o u s . T h e t o t a l c o s t 
o f l o o k i n g f o r t r o u b l e i s a s s u m e d t o v a r y w i t h t h e c o n s t a n t V , a n d t h e 
p o s i t i v e q u a n t i t y 0, w h i c h i s a f u n c t i o n o f Z ^ . 
I t i s a l s o a s s u m e d t h a t we h a v e k n o w l e d g e o f t h e r i s k o f o c c u r ­
r e n c e o f a n a s s i g n a b l e c a u s e . T h e p r o b a b i l i t y o f i t s n o n - o c c u r r e n c e 
b e f o r e t i m e t , when s t a r t i n g f r o m a s t a t e o f c o n t r o l , i s e~*" t a n d t h e 
p r o b a b i l i t y o f i t s o c c u r r e n c e i n t h e i n t e r v a l t t o t + A t i s a p p r o x i ­
m a t e l y > e > T : A T O T h e a v e r a g e t i m e b e f o r e a n a s s i g n a b l e c a u s e o c c u r s i s 
1 / X . 
G i v e n t h e o c c u r r e n c e o f a n a s s i g n a b l e c a u s e b e t w e e n m a n d (m + 1 ) 
8 a m p l e , D u n c a n ( 1 2 ) h a s s h o w n t h a t t h e e x p e c t e d t i m e o f o c c u r r e n c e o f 
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t h e a s s i g n a b l e c a u s e i s a p p r o x i m a t e l y ( - j j y - ) h o u r s a f t e r t a k i n g t h e 
m ' t h s a m p l e . O r , 
v • k m / h m X h ^ h . X h ^ 
h l h
 ( 2 " T F ) 2 + T T 
L e t t h e c o n t r o l c h a r t b e m a i n t a i n e d t o d e t e c t a s i n g l e a s s i g n a b l e 
c a u s e t h a t o c c u r s a t r a n d o m a n d r e s u l t s i n a c h a n g e i n t h e p r o c e s s m e a n 
o f k n o w n m a g n i t u d e . A l s o , t h e p r o c e s s b e g i n s i n a s t a t e o f c o n t r o l b o t h 
a t t h e o u t s e t a n d a t a n y t i m e a n a s s i g n a b l e c a u s e i s f o u n d a n d r e c t i f i e d . 
T h e r a t e o f p r o d u c t i o n i s a s s u m e d t o b e s u f f i c i e n t l y h i g h s o t h a t w h e n 
t h e p r o c e s s i s r u n n i n g o u t o f c o n t r o l , t h e d r i f t i n t h e p r o c e s s m e a n i s 
n e g l i g i b l e a m o n g t h e c o n s e c u t i v e i t e m s c o m p r i s i n g a s a m p l e . 
T o f a c i l i t a t e t h e a n a l y s i s o f t h i s p r o b l e m , t h e a s s u m p t i o n w i l l b e 
m a d e t h a t w h e n e v e r a n a s s i g n a b l e c a u s e o c c u r s , i t o c c u r s h ^ h o u r s b e f o r e 
t h e n e x t c o n t r o l s a m p l e . I n a d d i t i o n , t h e m a g n i t u d e o f * 7 , t h e r a t e 
o f s h i f t o f t h e p r o c e s s m e a n , i s l a r g e e n o u g h t o r e n d e r n e g l i g i b l e t h e 
p r o b a b i l i t y o f n o t d e t e c t i n g t h e o u t - o f - c o n t r o l s t a t e o f t h e p r o c e s s b y 
t h e s e c o n d c o n t r o l s a m p l e a f t e r t h e i n c e p t i o n o f a n a s s i g n a b l e c a u s e . 
O b j e c t i v e . I t w i l l b e a t t e m p t e d t o f o r m u l a t e a t h e o r e t i c a l 
b a s i s f o r d e t e r m i n i n g t h r e e i m p o r t a n t p a r a m e t e r s f o r t h e o p t i m a l d e s i g n 
o f X c h a r t 8 — t h e s a m p l e s i z e , t h e f r e q u e n c y o f s a m p l i n g a n d t h e d i s ­
t a n c e o f t h e c o n t r o l l i m i t s f r o m t h e t a r g e t p r o c e s s m e a n . T h e d e s i g n 
w i l l e n d e a v o r t o m i n i m i z e t h e l o n g r u n a v e r a g e n e t l o s s p e r u n i t o f 
t i m e , w h i c h w i l l b e t a k e n a s t h e d e f i n i t i o n o f o p t i m a l i t y . A m a t h e ­
m a t i c a l f u n c t i o n f o r m e a s u r i n g t h e a v e r a g e n e t l o s s f r o m t h e p r o c e s s 
w i l l b e f o r m u l a t e d . 
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Procedure. When the process is in control 
Ob m 2 / (l/V27T)exp( - t2/2)dt 
k' 
Given that an assignable cause has occurred, the probability of 
not detecting the shift on the first control sample after the inception 
of the assignable cause, 
f k ' - Z l 9 /3 X * 1-j (l/v/27f)exp(-tz/2)dt + / (l/V27f)exp(-t2/2)dt 




since the first term will be practically negligible. In this expres­
sion, Z± * h j W n / ^ . 
If, however, the shift in the process mean is not detected in 
the first control sample after the assignable cause has occurred, the 
probability of failing to detect the shift in the second sample is 
given by 
co /£>9 = 1- f (l/V/27T)exp(-t2/2)dt, 
;2 
'2 
V - z , 
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wher  Z2 - (h + hiYyJn/<r. After the occurence of an assignable cause, the probabilty that 
it wil be detected in the first and second sample are (1-/3̂) and 
(̂l-/̂ ) > respectively. The average time the proces  wil be out of 
control before a sample point fals outside the control limits is 
0 - hL + hÔ  +£i . 02 + . . .) 
In many repetitions, the proportion of time the proces  wil be 
in control is 
V - !/* 
i/x+ e 
asuming a negligible downtime to rectify the assignable cause. Every 
time the proces  goes out of control, the expected total cost of look­
ing for trouble is 
f - V[<lW5l)0l + &i<l-02>02 + . . .]• 
The expected number of false alarms per hour of operation wil 
be approximately a Wh. Hence, the average cost of looking for trouble 
per running hour, when no trouble exists, is 
V0<ftV/h - VCLP/h 
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T h e t o t a l o p e r a t i n g c o s t p e r r u n n i n g h o u r i s g i v e n b y 
C G - I [ V c u / + ^ ( l - z / ) ] i O ^ ) { ( l - p ! ) 0 i + ( ^ 1 ( 1 - ^ 2 ) ^ 2 } ] • 
C o n s i d e r t h e n u m b e r o f d e f e c t i v e i t e m s p r o d u c e d when t h e p r o c e s s 
g o e s o u t o f c o n t r o l . 
* 7 x « y~] / < l / v ' 2 * f ) « P < - t 2 / 2 ) d t 
j » l 
W H E R E L I . P S L - {/* + irun . 
G i v e n t h a t t h e a s s i g n a b l e c a u s e h a s o c c u r r e d h ^ h o u r s b e f o r e t h e 
n e x t c o n t r o l s a m p l e , t h e p r o c e s s w i l l p r o d u c e [ ph^] u n i t s d u r i n g t h e 
s h i f t o f t h e p r o c e s s m e a n f r o m /j.. T h e i n t e g r a l i n s i d e t h e s u m m a t i o n 
y i e l d s t h e p r o b a b i l i t y o f t h e j ' t h u n i t b e i n g d e f e c t i v e . 
I f t h e s h i f t i n t h e p r o c e s s m e a n i s n o t d e t e c t e d , t h e p r o d u c t i o n 
o f d e f e c t i v e i t e m s c o n t i n u e s u n t i l t h e n e x t s a m p l e i s t a k e n . W i t h 
p r o b a b i l i t y £ > j , t h e r e f o r e , t h e p r o c e s s i s e x p o s e d t o t h e p r o d u c t i o n 
o f d e f e c t i v e u n i t s u n t i l [ ph] u n i t s l a t e r . 
^ 2 " P i Y2 I ( 1 / V 2 ? D e x p ( - t 2 / 2 ) d t 
j » l ^ L * '2 
USL - [ /j. + -y ( h x + $/p )] 
w h e r e L « * 1 
2 0 
C o n s i d e r i n g 7?3,74> t o b e n e g l i g i b l e , t h e t o t a l l o s s d u e t o t h e 
p r o d u c t i o n o f d e f e c t i v e i t e m s f o r e a c h o c c u r r e n c e o f a n a s s i g n a b l e c a u s e 
i s g i v e n a s c(fli +V2^* T h e r e f o r e , 
C d » c(7)i + 7 ? 2 ) ( 1 - Z / ) . 
T h e l o n g - t e r m t o t a l c o s t f u n c t i o n , f o r e a c h h o u r o f o p e r a t i o n o f 
t h e p r o c e s s , c a n b e w r i t t e n a s 
C - C s + C Q + C d , 
o r , C * * + b n + V[ai/ + { 1 _ v ) | ( 1 - ^ ) 0 1 + 0! d " 1 ^ ) 0 2 } 3 + d ' ^ ^ l + ? 2 > 
"4 [a + ̂  + ifS* {(1"^)01 + } 1 + SSX»1 * f c > 
B y m e t h o d s o f m a t h e m a t i c a l a n a l y s i s , r e a s o n a b l e a p p r o x i m a t i o n s o f 
t h e " o p t i m a l " v a l u e s o f n , h , a n d t h e c o n t r o l l i m i t s c a n b e o b t a i n e d f o r 
s p e c i f i e d v a l u e s o f a , b , c , V , ^ o , L S L a n d U S L , * y , y U , A , a n d 0~> I t w i l l 
b e a l m o s t i m p o s s i b l e t o o b t a i n t h e a b s o l u t e o p t i m a l v a l u e s . T h e r a n g e 
o f t h e v a l u e s o f i n d e p e n d e n t v a r i a b l e s w i l l h a v e t o b e c o n f i n e d t o r e ­
a l i s t i c v a l u e s a n d a p p r o x i m a t i o n s i n c o m p u t a t i o n s s h o u l d b e u s e d t o 
p r o v i d e r e l a t i v e l y s i m p l e p r o c e d u r e s f o r t h e s o l u t i o n o f t h e p r o b l e m . 
T h e b a s i c m o t i v a t i o n i n e v o l v i n g t h e L e v e l T h r e e d e s i g n a p p r o a c h i s t h a t 
i f a n e c o n o m i c p r o c e s s m o d e l a n d a p r o c e s s q u a l i t y m o d e l c a n b e f o r m u ­
l a t e d a n d c o m b i n e d t o r e a s o n a b l y r e p r e s e n t t h e r e a l - w o r l d s i t u a t i o n , 
t h e i n t u i t i v e d e c i s i o n s r e g a r d i n g t h e s e l e c t i o n o f t h e s a m p l e s i z e , t h e 
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8 A M P L E F R E Q U E N C Y A N D T H E CONTROL L I M I T S CAN B E R E P L A C E D B Y MORE L O G I C A L 
A N D E F F I C I E N T D E C I S I O N S B A S E D ON THE R E L E V A N T C O S T AND P R O C E S S P A R A M ­
E T E R S . T H E DEVELOPMENT O F T H E L E V E L T H R E E D E S I G N OF CONTROL CHART P R O ­
C E D U R E S H A S B E E N E X T R E M E L Y L I M I T E D UP T O D A T E . T H I S L I M I T E D DEVELOPMENT 
H A S P R O B A B L Y B E E N DUE T O THE R A P I D L Y I N C R E A S I N G C O M P L E X I T Y O F THE MODELS 
A S THE T H R E E L E V E L S O F D E S I G N A R E P R O G R E S S I V E L Y C O N S I D E R E D . 
P R O C E S S Q U A L I T Y MODELS 
A C O M P R E H E N S I V E S E T O F S I X P R O C E S S Q U A L I T Y MODELS I S S U G G E S T E D 
BELOW I N ORDER T O : 
\ 
1) A S S I S T I N THE F O R M U L A T I O N O F A S P E C I F I C MODEL FOR A P R O C E S S 
Q U A L I T Y P R O B L E M , 
2) S E R V E AS A M E A N S O F C L A S S I F Y I N G T H E E X I S T I N G L I T E R A T U R E ON 
THE O P T I M I Z I N G T E C H N I Q U E S OF Q U A L I T Y C O N T R O L P R O C E D U R E , A N D 
3 ) P O I N T OUT THE A R E A S WHERE A D D I T I O N A L R E S E A R C H MAY P R O F I T A B L Y 
B E D I R E C T E D . 
T H E F O L L O W I N G M O D E L S A R E E X P R E S S E D I N TERMS OF Q U A L I T Y C H A R A C ­
T E R I S T I C S W H I C H ARE M E A S U R A B L E O N A C O N T I N U O U S S C A L E , BUT T H E Y CAN B E 
E A S I L Y E X T E N D E D T O A T T R I B U T E S D A T A A S W E L L . I N ORDER T O A V O I D D U P L I C A ­
T I O N O F THE M O D E L S A N D T O M I N I M I Z E C O N F U S I O N I N I N T E R P R E T I N G T H E M O D E L S , 
Q U A L I T Y C H A R A C T E R I S T I C S E X I S T I N G O N L Y ON A C O N T I N U O U S S C A L E A R E C O N ­
S I D E R E D . 
MODEL I 
X ( T ) - ju(t) + 0 t k<r + et , 
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w h e r e 
X ( t ) = a n e s t i m a t e o f t h e p r o c e s s m e a n , / x ( t ) + 0 t k < 7 , b a s e d o n n 
o b s e r v a t i o n s a t t i m e t . 
ju(.t) = a n e s t i m a t e d o r a known f u n c t i o n o f t i m e a c c o r d i n g t o 
w h i c h t h e p r o c e s s m e a n v a r i e s . T h e d r i f t c a n b e c a u s e d b y t o o l w e a r , 
d e p l e t i o n o f a c h e m i c a l , e t c . T h e m o s t i m p o r t a n t c a s e i s w h e n t h e 
p r o c e s s m e a n d o e s n o t c h a n g e , i . e . , /U.(t) = fx. 
0 t " 0 , when t h e p r o c e s s i s i n c o n t r o l . 
0 t = + 1 , when t h e p r o c e s s i s o u t o f c o n t r o l . 
k 0. 
£ t = r a n d o m e r r o r i n h e r e n t i n t h e p r o c e s s a n d t h e m e a s u r e m e n t 
s y s t e m o f t h e p r o c e s s . I t i s s t a t i s t i c a l l y i n d e p e n d e n t o f t a n d 
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a s s u m e d t o b e n o r m a l l y d i s t r i b u t e d w i t h mean z e r o a n d v a r i a n c e 0~ / n . 
M o d e l I t h u s r e p r e s e n t s a p r o c e s s w h i c h c h a r a c t e r i s t i c a l l y g o e s 
o u t o f c o n t r o l b y a f i x e d s h i f t i n t h e p r o c e s s m e a n o f m a g n i t u d e k c r 
u n i t s , f r o m / x ( t ) t o / z ( t ) + k < r . T h i s m o d e l may a p p e a r t o b e u n r e a l i s t i c , 
b u t , u n d e r s o m e c i r c u m s t a n c e s , i t i s e x t r e m e l y v a l u a b l e . I f n o r e a ­
s o n a b l y t r u e a p p r o x i m a t i o n c a n b e made o f t h e e x a c t n a t u r e o f t h e s h i f t 
i n t h e p r o c e s s m e a n when t h e p r o c e s s g o e s o u t o f c o n t r o l , t h i s m o d e l 
w i l l b e u s e d . M o r e o v e r , i f i t i s n o t i m p o r t a n t t o d e t e c t s m a l l s h i f t s 
i n t h e p r o c e s s m e a n w h i l e a s h i f t o f m a g n i t u d e g r e a t e r t h a n k c r w i l l 
l e a d t o t h e p r o d u c t i o n o f d e f e c t i v e i t e m s o f p r o p o r t i o n g r e a t e r t h a n 
t h e a c c e p t a b l e q u a l i t y l e v e l , M o d e l I w i l l d e s c r i b e t h e n e c e s s a r y c o n ­
d i t i o n s o f t h e q u a l i t y c o n t r o l p r o c e d u r e i n a u s e f u l w a y . Due t o t h e 
i n h e r e n t s i m p l i c i t y a n d c o n v e n i e n c e o f u s e , t h i s m o d e l h a s b e e n m o s t 
w i d e l y s t u d i e d . 
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M o d e l I I 
X ( t ) « / U ( t ) + 0 t f ( t - t * ) + e t 
w h e r e X ( t ) , / - c ( t ) , a n d € t a r e t h e s a m e a s i n M o d e l I , a n d 
0 t = 0, when t h e p r o c e s s i s i n c o n t r o l . 
0 t = 1 , when t h e p r o c e s s i s o u t o f c o n t r o l . 
f ( t ) = a known o r e s t i m a t e d n o n - z e r o f u n c t i o n o f t i m e . 
t * = t h e t i m e a t w h i c h t h e p r o c e s s g o e s o u t o f c o n t r o l . 
M o d e l I I d i f f e r s f r o m M o d e l I i n t h e n a t u r e o f t h e b e h a v i o r o f 
t h e p r o c e s s m e a n when t h e p r o c e s s g o e s o u t o f c o n t r o l . I n M o d e l I , 
when t h e p r o c e s s g o e s o u t o f c o n t r o l , t h e p r o c e s s m e a n j u m p s f r o m 
/ U ( t ) t o yU,(t) + ko~, d e n o t i n g a n i n s t a n t a n e o u s s h i f t i n t h e p r o c e s s m e a n . 
I n M o d e l I I , w i t h t h e i n c e p t i o n o f a n a s s i g n a b l e c a u s e o f v a r i a t i o n , 
t h e p r o c e s s m e a n h a s a n a d d i t i o n a l v a r i a t i o n w h i c h i s a known f u n c t i o n 
o f t i m e c o m m e n c i n g w i t h t h e i n i t i a t i o n o f t h e a s s i g n a b l e c a u s e . T y p i c a l 
e x a m p l e s o f t h e f u n c t i o n , f ( t ) , w i l l b e l i n e a r o r h i g h e r p o l y n o m i a l o r 
e v e n t r i g o n o m e t r i c . 
I f , w h e n t h e p r o c e s s g o e s o u t o f c o n t r o l , t h e a p p r o x i m a t e n a t u r e 
o f t h e s h i f t i n t h e p r o c e s s m e a n c a n b e d e t e r m i n e d , M o d e l I I s h o u l d b e 
u s e d a s i t a f f o r d s a m o r e p r e c i s e q u a l i t y c o n t r o l p r o c e d u r e t h a n M o d e l 
I . I n t h e a b s e n c e o f a n e s t i m a t e o f t h e n a t u r e o f a s h i f t , h o w e v e r , 
M o d e l I w i l l h a v e m o r e v a l i d i t y . 
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Model III 
X(t) - jix(t) + cot + e.t 
where X(t),/6(t) and £t are the same as in Models I and II, and &) » a random variable asumed to be normaly distrib-t 
uted with 
E( «t) - 0, and where the constants, Pm, are independent of t. pm • 1 when m • 0 . 0 * pm < 1 when m > 0 . 9̂  - * 0 when the process is in control. 
®i " ®2 ^ ®1 wnen tne process is out of control. 
Model III describes a covariance stationary Normal process as de­
fined by Parzen (41). It differs from models I and II in the basic 
assumption about the shifts in the process mean. In the first two 
models, the shifts were asumed to be either fixed or a determinable 
function of time and as such, these two models are essentialy deter­
ministic. In Model III, however, the magnitude of a shift in the process 
mean is a time dependent random variate. This is a very realistic model 
since it alows for assignable causes of all possible magnitude on a 
stochastic basis. It also permits the in-control process mean to be 
shifting in a random manner. 
By a suitable selection of parameters, Model III can be modifed 
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to represent different types of processes. For example, if f*m • 0 for 
all m>0, the model describes a time independent process in which suc­
cessive observations made on the process can be regarded as successive 
independent random variables. If pm 0 for some m>0, the successive 
observations of the process are assumed to be a run of dependent random 
variables. If 8̂  is zero, it is Implied that when the process is in a 
state of control, the process mean behaves according to the function 
/X(t), except for the random variation- 6 t , and shifts from /u(t) by a 
non-zero random amount cot when the process goes out of control. On 
the other hand, if 9 j>0, the process is assumed to be always out of 
control in the usual sense and the purpose of the control chart is to 
detect any sustained variation in the process mean which is greater 
than a predetermined critical value. 
Although Model I I I is one of the most important and realistic 
models to depict Industrial processes in general, the practical diffi­
culties in studying the model are substantial. If the validity of the 
model can be established for a process and the parameters of the model 
can be estimated, Model I I I will yield an efficient process quality 
control procedure. 
Model IV 
X(t) - yu(t) + *t 
where X and ju>(t) are the same as in Models I , I I , and I I I , and 
& t • short term random variations Inherent in the production 
process and the measurement system. It is statistically independent of 
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t and la asumed to be normaly distributed with zero mean and variance 
0 cr /n. 
1*0 * 1 + 5 when the proces  is in control. 
1 + 5 < 0 when the proces  is out of control, and 
8t* 0 . 
Model IV principaly deals with those processes in which the 
random variation from item to item is of primary importance. When 
the proces  is in~control, the standard deviation of the proces  is 
betwen o~ and (1 + 6 )cr 0 When the proces  goes out of control, 0 is greater than 1 + 5 , and hence the standard deviation of the proces  
is greater than (1 + 6 )er . The reason for explicitly stating 6 is to 
set an upper bound on the proces  standard deviation. No action ned 
be taken if the variability of the proces  is less than this bound. 
Model V 
A group of composite models can be formed by combinig Model IV 
with Model I, II, or III. 
In the first three models, it is presumed that only the proces  
mean should be controled without any regard to controling the varia­
bility of the process. In Model IV, the control of only the proces  
variability is demed Important. Usualy, however, the control of both 
the proces  variability and the proces  mean is necesary and hence 
this model is important. 
Model VI 
Model VI provides for variations in Models I through V in regards 
to the asumptions about the distribution functions of the random vari­
ables involved in these models. In the first five models, the random 
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variables art asumed to be normaly distributed. 
The assumption of normality, according to the Central Limit 
Theorem, is usualy valid for the random variable 6 t , provided the ob­servations comprising a sample are independent and the number of obser­
vations in a sample are greater than four or five. In regards to ĉ , 
however, the normal distribution may wel describe the random variate 
if a comparatively large number of independent causes generate &>t> If, however, the past data are described beter by a diferent distri­
bution, the assumption of normality should be discarded. 
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x ( t ) I 
M - k t r 
x ( X ( T ) - JU, 
- I N - C O N T R O L - - O U T - O F - C O N T R O L 
T I M E T 
X ( T ) » / X ( T ) + 0 T K ( R + 6 T 
WHERE X ( T ) = AN E S T I M A T E O F THE P R O C E S S M E A N , /ut(T) + 0tk<r, B A S E D ON N O B ­
S E R V A T I O N S AT T I M E T . 
/ X ( T ) = AN E S T I M A T E D OR KNOWN F U N C T I O N O F T I M E A C C O R D I N G T O W H I C H 
T H E P R O C E S S MEAN V A R I E S . T H E M O S T I M P O R T A N T C A S E , A S SHOWN A B O V E , I S 
M t ) 
0 t « 0 , WHEN THE P R O C E S S I S I N C O N T R O L . 
0 t . = +1, WHEN T H E P R O C E S S I S OUT O F C O N T R O L . 
K > 0 . 
^ T = RANDOM ERROR I N H E R E N T I N T H E P R O C E S S AND T H E MEASUREMENT 
S Y S T E M O F T H E P R O C E S S . I T I S S T A T I S T I C A L L Y I N D E P E N D E N T O F T A N D A S S U M E D 
T O B E N O R M A L L Y D I S T R I B U T E D W I T H Z E R O MEAN A N D V A R I A N C E ar 7n. 
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M o d e l I r e p r e s e n t s a p r o c e s s w h i c h g o e s o u t o f c o n t r o l b y a f i x e d 
s h i f t i n t h e p r o c e s s m e a n o f m a g n i t u d e k c r u n i t s . T h i s m o d e l o f t e n w i l l 
n o t r e p r e s e n t t h e a c t u a l b e h a v i o r o f t h e p r o c e s s b u t , f o r t h e p u r p o s e o f 
# 
q u a l i t y c o n t r o l a n a l y s i s , i t w i l l b e f u l l y a d e q u a t e f o r a g r e a t v a r i e t y 
o f p r o c e s s e s . I t i s e x t r e m e l y v a l u a b l e i n t w o t y p i c a l s i t u a t i o n s . 
F i r s t , M o d e l I c a n b e w i d e l y u s e d when k c r i s i n t e r p r e t e d a s a 
" s e r i o u s " s h i f t i n t h e p r o c e s s m e a n r a t h e r t h a n t h e a c t u a l p h y s i c a l 
n a t u r e o f t h e s h i f t . I n many p r o c e s s e s , t h e p r o d u c t s p e c i f i c a t i o n s 
p e r m i t s o m e a m o u n t o f f l u c t u a t i o n s i n t h e p r o c e s s q u a l i t y l e v e l . No 
a c t i o n n e e d b e t a k e n t o r e s t o r e t h e q u a l i t y l e v e l t o i t s t a r g e t v a l u e 
u n l e s s t h e s h i f t i n t h e p r o c e s s m e a n e x c e e d s a c r i t i c a l v a l u e , n a m e l y , 
kcr u n i t s . T h u s , i f t h e s h i f t i n t h e p r o c e s s m e a n i s l e s s t h a n k c r 
u n i t s , d e t e c t i o n i s r e l a t i v e l y u n i m p o r t a n t , w h i l e , i f t h e s h i f t i s 
g r e a t e r t h a n o r e q u a l t o kcr u n i t s , t h e d e t e c t i o n p r o b a b i l i t y s h o u l d b e 
s u f f i c i e n t l y l a r g e . S e c o n d l y , i f i t i s d i f f i c u l t t o e s t i m a t e t h e a c t u a l 
b e h a v i o r o f t h e p r o c e s s , t h e f i r s t m o d e l may b e u s e d . T h i s m o d e l may 
b e u s e d f o r s i m p l i c i t y w h e r e t h e s i t u a t i o n d o e s n o t w a r r a n t t h e c o n ­
s i d e r a t i o n o f t h e m o r e e l a b o r a t e M o d e l s I I a n d I I I . As t h e u l t i m a t e 
p u r p o s e o f q u a l i t y c o n t r o l p r o c e d u r e s i s t o a c h i e v e e c o n o m y o f o p e r a ­
t i o n o f t h e p r o c e s s , M o d e l I may b e i d e a l l y s u i t e d f o r s u c h p r o c e s s e s . 
T h e f i r s t m o d e l i s t h e s i m p l e s t m o d e l a n d h e n c e i t i s e x t r e m e l y 
w e l l s u i t e d f o r s t a t i s t i c a l a n a l y s i s a n d p r a c t i c a l a p p l i c a t i o n . F o r 
t h e s e r e a s o n s , t h i s m o d e l h a s b e e n m o s t w i d e l y s t u d i e d . I t i s w e l l 
s u i t e d f o r v a r i o u s m e t a l w o r k i n g o p e r a t i o n s , i n c l u d i n g m a c h i n e s h o p 
p r o d u c t i o n , f o u n d r y j o b s a n d m e t a l f o r m i n g . V a r i o u s o t h e r i n d u s t r i e s , 
l i k e w o o d w o r k i n g a n d g a r m e n t m a k i n g , w h i c h a r e s u b j e c t t o r a n d o m 
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f l u c t u a t i o n s i n q u a l i t y , c a n u t i l i z e t h i s m o d e l e f f e c t i v e l y . 
T h e e s t i m a t i o n o f t h e n e c e s s a r y p a r a m e t e r s i s m a d e w i t h t h e h e l p 
o f c o n v e n t i o n a l t o o l s . T h e s t a n d a r d d e v i a t i o n o f t h e p r o c e s s , <T, a n d 
t h e b e h a v i o r o f t h e p r o c e s s m e a n , / x ( t ) , c a n b e e s t i m a t e d f r o m p a s t d a t a . 
T h e v a l u e o f k c a n t h e n b e d e t e r m i n e d b y a n a l y z i n g t h e s t a n d a r d d e v i a ­
t i o n o f t h e p r o c e s s a n d t h e s p e c i f i c a t i o n l i m i t s . 
T h e s t u d i e s p e r t a i n i n g t o M o d e l I a r e l i s t e d a s f o l l o w s : A r o i a n 
a n d L e v i n e ( 1 ) , A r o i a n ( 2 ) , A r m i t a g e ( 3 ) , C o h e n ( 1 0 ) , D u n c a n ( 1 2 ) , E v a n 
a n d K e m p ( 1 4 ) , E w a n ( 1 5 ) , F r e u n d ( 1 9 ) , G o l d s m i t h a n d W h i t f i e l d ( 2 2 ) , 
H o w e l l ( 2 4 ) , I t o ( 2 5 ) , J o h n s o n a n d L e o n e ( 2 6 ) , K e m p ( 2 8 , 2 9 ) , K i n g ( 3 0 ) , 
M i t t e n a n d S h a n o h ( 3 1 ) , M o o r e ( 3 2 ) , P a g e ( 3 3 , 3 4 , 3 5 , 3 6 , 3 7 , 3 8 , 3 9 , 
4 0 ) , R o b e r t s ( 4 6 ) , S c h e f f e ( 4 7 ) , T r u a x ( 4 9 , 5 0 ) , W e i l e r ( 5 2 , 5 3 , 5 4 ) , 
a n d W o l f o w i t z ( 5 5 ) . I n f a c t , o u t o f a t o t a l o f 4 3 a r t i c l e s c o n s i d e r e d , 
3 3 a r t i c l e s d e a l w i t h M o d e l I e i t h e r p a r t i a l l y o r f u l l y . O n l y t w o 
a r t i c l e s , I t o ( 2 5 ) a n d D u n c a n ( 1 2 ) , r e f e r t o M o d e l I f r o m a L e v e l T h r e e 
d e s i g n s t a n d p o i n t . T h e r e s t o f t h e s t u d i e s a r e u s e f u l i n m a k i n g a 
L e v e l T w o c o n t r o l c h a r t d e s i g n . 
A r o i a n ( 2 ) , a l o n g w i t h L e v i n e ( 1 ) , c o n s i d e r s t h e c h o i c e o f t h e 
s a m p l e s i z e , t h e f r e q u e n c y o f s a m p l i n g , a n d t h e p l a c e m e n t o f t h e c o n t r o l 
l i m i t 8 . W h e n t h e p r o c e s s g o e s o u t o f c o n t r o l , t h r e e p r i n c i p a l c a s e s 
a r e i n v e s t i g a t e d : ( i ) t h e p r o b a b i l i t y , -y^, o f d e t e c t i n g t h e s h i f t o n 
t h e i ' t h s a m p l e a f t e r t h e i n c e p t i o n o f t h e a s s i g n a b l e c a u s e r e m a i n s 
c o n s t a n t f o r a l l 1 , ( i i ) v a r i e s w i t h i a c c o r d i n g t o s o m e k n o w n f u n c ­
t i o n , a n d ( i l l ) - y ^ i s a r a n d o m v a r i a b l e . T h e a v e r a g e n u m b e r o f u n i t s 
p r o d u c e d b e t w e e n u n n e c e s s a r y i n t e r r u p t i o n s o f t h e p r o c e s s d u e t o t y p e I 
e r r o r i s k e p t c o n s t a n t w h i l e t h e e x p e c t e d n u m b e r o f s a m p l e s t o d e t e c t a 
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s i g n i f i c a n t s h i f t i n t h e p r o c e s s m e a n i s m i n i m i z e d f o r d i f f e r e n t s a m p l e 
s i z e s a n d c o n t r o l l i m i t s . C o h e n ( 1 0 ) , o n t h e o t h e r h a n d , d e a l s w i t h 
t h e p r o b l e m o f o p t i m a l s e l e c t i o n o f t h e f r e q u e n c y o f s a m p l i n g f o r a t ­
t r i b u t e s t e s t i n g o n l y . U s i n g t h e n o t a t i o n o f A r o i a n a n d c o n s i d e r i n g 
o n l y c a s e ( 1 ) , a s a b o v e , C o h e n h a s p r e p a r e d n o m o g r a p h s t o e x p r e s s t h e 
r e l a t i o n s h i p 
m 
$ - ( 1 - ^ 0 
w h e r e p i s t h e p r o b a b i l i t y o f n o t d e t e c t i n g t h e s h i f t i n m c o n s e c u t i v e 
s a m p l e s • 
P a g e ( 3 3 , 3 5 ) a n d W e i l e r ( 5 2 , 5 3 , 5 4 ) c o n s i d e r e d t h e p r o b l e m , o f 
o p t i m u m s a m p l e s i z e a n d t h e p l a c e m e n t o f t h e c o n t r o l l i m i t s f o r t h e 
c o n v e n t i o n a l s i n g l e s a m p l e X c h a r t , c o n s i d e r i n g a l s o c e r t a i n r u n r u l e s 
a s a s u b s t i t u t e o f , o r a l o n g w i t h , t h e c o n v e n t i o n a l c o n t r o l c h a r t . 
P a g e d e f i n e s A v e r a g e R u n L e n g t h ( A R L ) a s 
L • S a m p l e S i z e n 
P r o b a b i l i t y o f R e j e c t i n g HQJ 
I f H Q : i s t r u e , t h e n L Q » n/a w h e r e ct i s t h e p r o b a b i l i t y o f m a k i n g a 
t y p e I e r r o r a n d L 0 d e n o t e s t h e a v e r a g e n u m b e r o f i t e m s i n s p e c t e d b e f o r e 
r e j e c t i n g t h e n u l l h y p o t h e s i s w h e n i t i s t r u e . W h e n t h e p r o c e s s g o e s 
o u t o f c o n t r o l , o r H A : i s t r u e , = n / ( l - | 2 > ) w h e r e p i s t h e p r o b a b i l i t y 
o f m a k i n g a t y p e I I e r r o r a n d h e n c e L ^ d e n o t e s t h e a v e r a g e n u m b e r o f 
i t e m s i n s p e c t e d b e f o r e d e t e c t i n g t h e s h i f t i n t h e p r o c e s s m e a n . T h u s , 
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A R L I S AN I N D I R E C T M E A S U R E O F T H E AMOUNT OF D E F E C T I V E A R T I C L E S P R O D U C E D 
WHEN Q U A L I T Y I S B A D , A N D OF T H E F R E Q U E N C Y O F I N T E R F E R E N C E W I T H THE P R O ­
D U C T I O N C A U S E D B Y T H E P R O C E S S I N S P E C T I O N SCHEME WHEN Q U A L I T Y I S S A T I S ­
F A C T O R Y . I T I S R E A S O N A B L E T O C H O O S E THE I N S P E C T I O N SCHEME S U C H THAT 
I S M I N I M I Z E D FOR SOME G I V E N LARGE V A L U E O F L Q , O R , A L T E R N A T I V E L Y , L Q I S 
M A X I M I Z E D FOR SOME G I V E N S M A L L V A L U E O F L ^ . P A G E (33 ) H A S G I V E N T A B L E S 
FROM W H I C H T H E D E S I R E D P L A N S C A N B E S E L E C T E D . T H E S A M P L E S I Z E S A N D T H E 
C O N T R O L L I M I T V A L U E S A R E G I V E N FOR D I F F E R E N T V A L U E S OF K T O M I N I M I Z E 
FOR A S P E C I F I E D V A L U E O F L Q , OR T O M A X I M I Z E L Q FOR A S P E C I F I E D V A L U E O F 
P A G E ( 35 ) L A T E R C O N C L U D E S THAT FROM T H E P O I N T O F V I E W OF A R L , 
T H E T H E O R E T I C A L L Y B E S T S A M P L E S I Z E I S O F T E N MUCH LARGER THAN THE C U S ­
T O M A R Y S I Z E S AND I T M A Y B E O F T E N I M P R A C T I C A L T O T A K E S U C H LARGE S A M P L E S . 
M O R E O V E R , A S M A L L S A M P L E T A K E N MORE F R E Q U E N T L Y W I L L S P O T A V E R Y S E R I O U S 
CHANGE I N T H E P R O C E S S MEAN Q U I C K L Y . P A G E S U G G E S T S THE U S E O F C H A R T S 
W I T H W A R N I N G L I N E S . I F O N L Y THE P R O C E S S MEAN I S T O B E C O N T R O L L E D , 
P A G E A D V O C A T E S T H E U S E O F T H E RULES CHOSE R , A , N ; T A K E S A M P L E S OF 
S I Z E N ; T A K E A C T I O N I F A N Y P O I N T F A L L S O U T S I D E THE A C T I O N L I N E S OR I F 
A N Y R OUT O F THE L A S T X P O I N T S F A L L O U T S I D E THE W A R N I N G L I N E S . H E 
P R O V E S T H A T , FOR T H E R U L E T O B E S A T I S F A C T O R Y , E I T H E R R «• 2 FOR A N Y A 
OR R = A . . F O R E A C H O F THE TWO S C H E M E S , P A G E HAS T A B U L A T E D THE V A L U E S 
O F A R L FOR D I F F E R E N T V A L U E S OF N , B ^ , B 2 , K AND A , WHERE THE A C T I O N 
L I N E S ARE P L A C E D AT fji± B JO/Vn A N D THE W A R N I N G L I N E S AT M + B 2°"A/N» 
T H E F I N A L C O N C L U S I O N S E E M S T O B E I N F A V O R O F U S I N G MODERATE S A M P L E 
S I Z E S . F O R S A M P L E S O F T E N OR M O R E , THE A R L FOR K=>4 I S A L M O S T I D E N T I C A L 
T O T H E S A M P L E S I Z E . 
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Moore (32) suggests the use of only run ruless choose A, n; 
take samples of size n and take action only If X consecutive points fall 
beyond a control limit. By comparing ML calculated on the basis of the 
above rule and the ARL given by Page, he concludes that his scheme is 
more sensitive to detect small changes in the process mean than the 
schemes proposed by Page. Page (40), in a later article, points out 
that the comparison is not valid due to the different characteristics 
of the two sets of rules. Page modifies his rule to compare the 
schemes on a valid basis and concludes that inspection schemes based 
on control charts with both warning and action lines have almost the 
same sensitivity as the schemes based only on runs for small changes 
in the process mean, up to a shift of 0.4cr in the process mean. For 
larger changes, however, the former is shown to be consistently better. 
The results of Weiler's studies (52, 53, 54) have produced 
similar conclusions. He also studied ways of improving the power of 
small samples in detecting small shifts in the process mean (k - 1) by 
the use of special run rules. He has drawn up power curves to show 
the power of various sample sizes in detecting shifts in the process 
mean keeping the average number of false alarms generated a fixed 
percentage of the number of articles tested irrespective of the sample 
size. From this study, he concludes that large sample sizes have 
marked superiority in detecting small shifts in the process mean from 
the point of view of average run length. For instance, a sample size 
of ten is superior to a sample size of five for all k less than 1.1. 
Weiler's run rules can be stated as follows: chose A and n; 
take action if A successive values fall above the upper control limit 
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a t JJ.+ Bx.tr/Vn o r b e l o w t h e l o w e r c o n t r o l l i m i t a t JLL- BA<r/Vn. B * i s 
d e t e r m i n e d s o t h a t when t h e p r o c e s s i s i n c o n t r o l , a n a v e r a g e o f 5 0 0 
s a m p l e s a r e r e q u i r e d t o o b t a i n a s i g n i f i c a n t r u n o u t s i d e o f e i t h e r c o n ­
t r o l l i m i t , W e i l e r h a s d e t e r m i n e d t h e v a l u e s o f A a n d B> f o r v a r i o u s 
v a l u e s o f n a n d k f o r m i n i m i s i n g t h e a v e r a g e n u m b e r o f i t e m s i n s p e c t e d 
f o r t h e d e t e c t i o n o f a s h i f t i n t h e p r o c e s s m e a n o f k c r u n i t s . S a v i n g s 
i n t h e a v e r a g e n u m b e r o f i t e m s i n s p e c t e d a r e q u i t e s i g n i f i c a n t f o r a p ­
p r o p r i a t e v a l u e s o f 2f>lt u s i n g A - 1 a s a b a s i s o f c o m p a r i s o n . W e i l e r 
a l s o p o i n t s o u t t h e p o s s i b i l i t y o f c o m b i n i n g d e c i s i o n r u l e s f o r differm­
e n t v a l u e s o f A o n t h e s ame c h a r t , i f t h e c o m p l e x i t y o f t h e c o n t r o l 
c h a r t i s n o t o b j e c t i o n a b l e . 
I t o ( 2 5 ) s t u d i e d M o d e l I f r o m a L e v e l T h r e e d e s i g n v i e w p o i n t . 
He d e a l s w i t h t h e p r o b l e m o f e v a l u a t i n g t h e o p t i m a l s a m p l e s i z e a n d 
c o n t r o l l e v e l f o r a n X c h a r t b y m i n i m i z i n g t h e maximum m e a n r i s k w i t h 
r e s p e c t t o t h e m a g n i t u d e o f t h e p r o c e s s s h i f t . When t h e p r o c e s s i s i n 
c o n t r o l , t h e s a m p l e m e a n X h a s a n o r m a l d i s t r i b u t i o n w i t h m e a n JLL a n d 
v a r i a n c e <r / n a n d t h e c o s t o f c o n t r o l i s 
I n + c t C 
w h e r e I • i n s p e c t i o n c o s t f o r a n i t e m , 
n • s a m p l e s i z e . 
CL - t h e p r o b a b i l i t y o f a t y p e I e r r o r o f t h e c h a r t , d e t e r m i n e d 
b y t h e c o e f f i c i e n t o f t h e c o n t r o l l i m i t , B . 
C • c o s t o f a n a d j u s t i n g a c t i o n . 
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WHEN THE PROCESS MEAN SLIPS BY K<R, THE LOSS BECOMES 
I N + NDK +y C 
WHERE N = NUMBER OF ITEMS PRODUCED BETWEEN TWO CONSECUTIVE SAMPLES. 
DK = THE LOSS PER ITEM PRODUCED WHEN THE PROCESS MEAN SHIFTS BY 
K<R, 
y = THE PROBABILITY THAT X , AN ESTIMATE OF / £ ± K<R, I S OUTSIDE 
THE CONTROL L IMITS AT juu ± BCR/Zn. 
THE PROCESS MEAN I S SUPPOSED TO SHIFT ACCIDENTALLY FROM /u TO 
jU± KCR WITH A CONSTANT PROBABILITY P FOR EACH SAMPLE. ADJUSTING ACTION 
I S TAKEN AS SOON AS A POINT ON THE X CHART FALLS OUTSIDE THE CONTROL 
L I M I T S . UNDER THESE ASSUMPTIONS, THE EXPECTED RISK I S GIVEN BY 
R - I N + — P — [ N D K + C 7 ( L + f ) ] . 
P +y p 
THE OBJECTIVE I S TO SEEK VALUES OF B , N , AND K WHICH MAKE R TO BE 
M I N MAX R 
B,N K 
SETTING THE PARTIAL DERIVATIVES OF R WITH RESPECT TO B , N , AND K EQUAL 
TO ZERO, ITO HAS CONSTRUCTED DIAGRAMS SHOWING THE RELATIONSHIP BETWEEN 
THE PROCESS PARAMETERS AND THE OPTIMUM VALUES OF THE CONTROL CHART PA­
RAMETERS B , N , AND K. THE DIAGRAMS SHOW THAT THE OPTIMUM CONTROL LEVEL 
B I S ALMOST DETERMINABLE BY C/DN ONLY. FOR SMALL VALUES OF C/DN, 
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r e l a t i v e l y n a r r o w c o n t r o l l i m i t s , f o r e x a m p l e 2 - s i g m a l i m i t s , a r e 
p r e f e r a b l e . T h e o p t i m a l s a m p l e s i z e , n , i s a l m o s t i n d e p e n d e n t o f t h e 
t r a n s i t i o n p r o b a b i l i t y P , a n d i s p r i m a r i l y c o n t r o l l e d b y t h e c h o s e n 
v a l u e o f B . 
D u n c a n ( 12 ) s t u d i e d t h i s m o d e l f r o m a L e v e l T h r e e d e s i g n 
s t a n d p o i n t a n d h i s s t u d y h a s c o n t r i b u t e d i m m e n s e l y t o t h e d e s i g n o f 
o p t i m a l q u a l i t y c o n t r o l c h a r t p r o c e d u r e s . I n h i s m o d e l , t h e p r o c e s s 
m e a n i s s u p p o s e d t o b e l i a b l e t o j u m p s o c c u r r i n g i n a P o i s s o n p r o c e s s , 
a n d t h e m a g n i t u d e o f e a c h jump i s c o n s t a n t . M o r e o v e r , h e a s s u m e s t h a t 
a jump i n t h e p r o c e s s mean w i l l b e d e t e c t e d a n d t h e p r o c e s s mean w i l l 
b e r e s t o r e d t o i t s t a r g e t v a l u e b e f o r e t h e n e x t jump c a n o c c u r . 
D u n c a n h a s f o r m u l a t e d a m a t h e m a t i c a l f u n c t i o n f o r m e a s u r i n g t h e 
a v e r a g e n e t i n c o m e f r o m a p r o c e s s o p e r a t i n g u n d e r t h e s u r v e i l l a n c e o f 
a n X c h a r t a n d h a s e v o l v e d a p r o c e d u r e f o r d e t e r m i n i n g t h e d e s i g n t h a t 
m a x i m i z e s f o r t h e p r o c e s s t h e l o n g r u n a v e r a g e n e t i n c o m e p e r u n i t o f 
t i m e , o n t h e a s s u m p t i o n t h a t t h e r i s k o f o c c u r r e n c e o f a n a s s i g n a b l e 
c a u s e a n d v a r i o u s c o s t a n d i n c o m e p a r a m e t e r s a r e known. He h a s , a p p l y ­
i n g t h e c o n v e n t i o n a l d e c i s i o n r u l e s , t a b u l a t e d t h e a p p r o x i m a t e l y o p t i m a l 
v a l u e s o f t h e s a m p l e s i z e ( n ) , t h e i n t e r v a l b e t w e e n s a m p l e s ( h ) , a n d 
t h e p l a c e m e n t o f t h e c o n t r o l l i m i t s a t jU± B < r / Vn f o r v a r i a t i o n s i n 
t h e a s s u m p t i o n s o f s u c h c o s t s a s t h o s e a s s o c i a t e d w i t h s a m p l i n g , 
s e a r c h i n g a n d e l i m i n a t i n g c a u s e s o f o u t - o f - c o n t r o l v a r i a t i o n s , t h e l o s s 
i n c u r r e d when t h e p r o c e s s r u n s o u t o f c o n t r o l , a s s u m p t i o n s r e g a r d i n g t h e 
f r e q u e n c y o f o c c u r r e n c e o f t h e o u t - o f - c o n t r o l c o n d i t i o n a n d t h e m a g n i ­
t u d e o f t h e s h i f t I n t h e p r o c e s s m e a n . I n e a c h c a s e , h e h a s c o m p u t e d 
t h e l o s s c o s t i n d o l l a r s f o r e a c h 100 h o u r s o f o p e r a t i o n f o r b o t h t h e 
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OPTIMUM CONTROL CHART VALUES AND THE CONVENTIONAL CHART VALUES. THESE 
LOSS COST DIFFERENCES EXHIBIT CLEARLY THE IMPORTANCE OF CONSIDERING THE 
ECONOMIC FACTORS I N MAKING SPECIFIC RECOMMENDATIONS ABOUT THE PARAMETERS 
N , H, AND B . THEY ALSO POINT OUT THAT WHEN ECONOMIC AS WELL AS STATIS­
TICAL FACTORS ARE CONSIDERED, NO SINGLE OPTIMAL RECOMMENDATION OF N, H, 
AND B CAN BE MADE FOR A SET OF STATISTICAL CHARACTERISTICS OF THE PROC­
ESS. 
ROBERTS ( 4 6 ) ADVOCATES THE USE OF GEOMETRICAL MOVING AVERAGE 
CHARTS. A GEOMETRICAL MOVING AVERAGE GIVES THE MOST RECENT OBSERVATION 
THE GREATEST WEIGHT AND THE WEIGHTS OF ALL THE PREVIOUS OBSERVATIONS 
DECREASE ACCORDING TO A GEOMETRIC PROGRESSION FROM THE MOST RECENT OB­
SERVATION BACK TO THE FIRST. LET ZJ DENOTE THE MOVING AVERAGE OF THE 
OBSERVATIONS OF THE PROCESS MEAN X I (FOR ALL I * J ) AT TIME J , AND 
LET ZQ mju. I F THE MOST RECENT OBSERVATION I S ASSIGNED A WEIGHT R, 
ZJ - ( L - R ) V + R D - R ) ^ ^ + R ( L - R ) J " % + • • • • + R D - R ) ! ^ + RXJ 
- RXJ + ( L - R ) Z J . 1 . 
A GRAPHICAL PROCEDURE FOR GENERATING THE MOVING AVERAGES DIRECTLY ON 
THE CONTROL CHART I S DESCRIBED. ROBERTS GIVES THE CURVES OF THE 
AVERAGE RUN LENGTHS FOR VARIOUS VALUES OF K AND DIFFERENT TEST PROCE­
DURES. ALTHOUGH HE CONCLUDES THAT TESTS BASED ON GEOMETRIC MOVING 
AVERAGES COMPARE MOST FAVORABLY WITH THE CONVENTIONAL TESTS, THE I N ­
CREASE I N THE POWER OF THE TEST, AS SHOWN I N H I S DIAGRAMS, I S HARDLY 
SUFFICIENT TO WARRANT THE INCREASE I N COMPLEXITY CAUSED BY THE USE OF 
3 8 
M O V I N G A V E R A G E C H A R T S . 
ONE O F THE MOST I M P O R T A N T RECENT D E V E L O P M E N T S I N S T A T I S T I C A L 
Q U A L I T Y C O N T R O L PROCEDURE HAS B E E N THE U S E OF C U M U L A T I V E SUM S C H E M E S . 
P A G E ( 3 6 , 3 7 ) D E V E L O P S THE SCHEME FROM A T E S T FOR D E T E C T I N G A CHANGE I N 
A P A R A M E T E R O C C U R R I N G AT AN UNKNOWN P O I N T . C O N S I D E R A SAMPLE O F I N D E ­
PENDENT O B S E R V A T I O N S I N THE ORDER I N W H I C H T H E Y ARE O B T A I N E D , X ^ , X ^ , 
. . , X N . I T I S S O M E T I M E S R E Q U I R E D T O T E S T T H E N U L L H Y P O T H E S I S THAT 
A L L THE O B S E R V A T I O N S COME FROM T H E SAME P O P U L A T I O N W I T H D I S T R I B U T I O N 
F U N C T I O N F ( X | 0 ) , A G A I N S T THE A L T E R N A T I V E H Y P O T H E S I S THAT X ^ , X ^ , 
. . , X M ( M < N ) COME FROM THE P O P U L A T I O N D E S C R I B E D B Y F ( X | 0 ) AND 
XJTTFL' X . ^ 2 * • » * N FROM F ( X | 0 ! ) , ( © ' # > ) . I F M I S K N O W N , T H E R E I S NO 
P R O B L E M I N T E S T I N G THE H Y P O T H E S I S . I F M I S UNKNOWN, P A G E P R O P O S E S T H E 
C U M U L A T I V E SUM T E S T A S A T E S T OF H Y P O T H E S I S . A S S U M E THAT 0 I S I N I T I A L L Y 
K N O W N . U S E T H E T E S T S T A T I S T I C 
R E J E C T THE N U L L H Y P O T H E S I S I F H I S S I G N I F I C A N T L Y L A R G E . 
ON THE B A S I S OF THE C U M U L A T I V E S U M T E S T , P A G E ( 3 4 ) D E V E L O P S AN 
I N S P E C T I O N S C H E M E . A O N E - S I D E D P R O C E S S I N S P E C T I O N SCHEME I S F I R S T 
S T A T E D A N D T H E N P A G E SHOWS THAT T H E R U L E I S E Q U I V A L E N T T O A S E Q U E N C E OF 
W A L D ( 5 1 ) S E Q U E N T I A L T E S T S . T H E P R I N C I P L E I S THEN E X T E N D E D T O T W O - S I D E D 
T E S T 8 B Y C O N S I D E R I N G THE S I M U L T A N E O U S A P P L I C A T I O N OF TWO W A L D S E Q U E N T I A L 
T E S T S . 
J O H N S O N A N D L E O N E ( 2 6 ) G I V E MUCH OF THE M A T H E M A T I C A L DEVELOPMENT 
R 
H - MAX [ S R - M I N SJJ WHERE 
J - 1 
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behind cumulative sum charts. To consider control charts for the proc­
ess mean, let the observed values of the random variables x be normaly 
distributed with mean /j. and standard deviation CR . If H0: specifies jUr • JUQ and Ha: specifies fji - /JLQ + KCR (k > 0), then for a random sample of m values x̂  x2, . • , x̂, the likelihood ratio (lam/lom) of probabilities of observing x̂, x2, . . , x̂, when HAS or H0T is true, respectively, is given by 
m 
( VZW)"M exp [- Y2 <*1 " V* m kcr5>2l 
i 2cr* i«i 1am *  
1 M 
1om , i • -m i \ ' o 
(Jrno-) «cP [- -i-j 2_ (Si - M-o) 1 
2 < r « 4 " 1 




if i- > C*i - M-o) * £ In + mk accept fx - ^ . 
 ii) if ^ («i " M>) * F LN ^7^~ + I ̂  accept M- = +̂ kcr_ , 
0"— i"l K M x x 
wher  d and /3 are the probabilities of the erors of first and second 
kind, respectively. Hence, if the points 
m 
x i A 
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a r e p l o t t e d o n a g r a p h p a p e r , t h e n t h e " c o n t i n u a t i o n r e g i o n " l i e s b e ­
t w e e n t w o p a r a l l e l s t r a i g h t l i n e s , e a c h i n c l i n e d a t a n a n g l e t a n " 1 (Ik) 
t o t h e a x i s o f m a n d w i t h i n t e r c e p t s i I n _JL_ a n d X I n , r e s p e c -
m x 1 - cL K CL 
t i v e l y , o n t h e a x i s o f "~— y ] ( x ^ - ^ l l 0 ) . I n t h e c u m u l a t i v e sum 
x 1=1 
c h a r t s , h o w e v e r , o n l y t h e s e c o n d s t r a i g h t l i n e i s r e t a i n e d a s t h e o b ­
j e c t i v e o f t h e t e s t i s t o d i f f e r e n t i a t e b e t w e e n t h e r e j e c t i o n r e g i o n 
a n d t h e c o n t i n u a t i o n r e g i o n . 
T h i s i s b a s i c a l l y a o n e - s i d e d t e s t , a n d i f a t w o - s i d e d t e s t i s 
d e s i r e d , A r m l t a g e ( 3 ) p r o p o s e d t h e s i m u l t a n e o u s a p p l i c a t i o n o f t w o 
S e q u e n t i a l P r o b a b i l i t y R a t i o T e s t s , o n e d i s c r i m i n a t i n g b e t w e e n H 0 : a n d 
H a s f o r /U» juQ + k c r a n d t h e o t h e r d i s c r i m i n a t i n g b e t w e e n H Q : a n d 
H a : f o r )JL * fxQ - k c r . On t h e c o n t r o l c h a r t , t h e t e s t o f h y p o t h e s i s i s 
a p p l i e d g r a p h i c a l l y w i t h t h e h e l p o f a V - m a s k . T h e V - m a s k , w i t h h a l f -
a n g l e 9 , i s p l a c e d o n t h e c h a r t w i t h i t s a x i s p a r a l l e l t o t h e a x i s o f m 
a n d t h e a p e x a t a l e a d d i s t a n c e d u n i t s f r o m t h e l a s t p o i n t p l o t t e d . I f 
a l l t h e p r e v i o u s p l o t t e d p o i n t s a r e w i t h i n t h e ' V ' o f t h e m a s k , t h e n u l l 
h y p o t h e s i s i s a c c e p t e d a n d i f a n y p l o t t e d p o i n t f a l l s o u t s i d e t h e l i m b s 
o f t h e ' V ' , t h e n u l l h y p o t h e s i s i s r e j e c t e d . T h e I m p o r t a n t p a r a m e t e r s 
o f t h e m a s k , d a n d 0 , c a n b e o b t a i n e d b y a " c u t - a n d - t r y " p r o c e s s o r b y 
a n a l y t i c a l m e t h o d s . A c c o r d i n g t o t h e c u t - a n d - t r y m e t h o d , c o n s i d e r a b l e 
p a s t d a t a i n t h e c u m u l a t i v e sum f o r m i s r e v i e w e d . A m a s k i s d e v e l o p e d 
s u c h t h a t d u r i n g p e r i o d s i n w h i c h s a t i s f a c t o r y p r o d u c t w a s p r o d u c e d , 
t h e m a s k w i l l n o t s i g n a l a c t i o n , o r , a l l p o i n t s r e m a i n w i t h i n t h e f V f . 
T h e n , d u r i n g p e r i o d s when f i n i s h e d p r o d u c t w a s u n s a t i s f a c t o r y , t h e m a s k 
s h o u l d b e fa sh ioned s o a s t o s i g n a l a c t i o n a s q u i c k l y a s p o s s i b l e . A n o t h e r 
p r o c e d u r e , w h i c h h a s v e r y d o u b t f u l v a l i d i t y , i s t o c o m p a r e b o t h t h e 
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standard chart and the cumulative sum chart, or the cusum chart, for the 
same data. If any point on the standard control chart falls on or very 
near any control limit, the same ploted point on the cusum chart should 
also fall on or near the coresponding limb of the V-mask. With the 
help of such points, the V-mask can be constructed. According to the 
analytical method of construction of the V-mask, 
In the case of one-sided schemes, it has been shown by Page (34, 
38) and Kemp (28) that the distribution of the run length is approxi­
mately geometric when the ARL is large. Page showed that the distribu­
tion function of the run length, L, is approximated for large m by 
0 • tan -Jk, and 
(if p is very smal). 
Pr (L*m) 
where v • m/N̂, P is the probabilty of accepting H0s, and is the average sample number conditional upon the acceptance of HQs using 
the Wald test. If 
L - N/ (1-P) 
where N is the unconditonal average sample number and if « N, 
Kemp's result is obtained: 
4 2 
P r ( L * m ) - 1 - e x p ( - m / L ) 
E w a n a n d K e m p ( 1 4 ) h a v e s h o w n t h a t I n s t e a d o f p l o t t i n g c u m u l a t i v e s u m 
p r o c e s s i s c e n t e r e d a t JJL + k c r . 
T h e a v e r a g e r u n l e n g t h o f t h e t w o - s i d e d s c h e m e i s d e r i v e d b y 
K e m p ( 2 8 ) w h e r e i n h e s h o w s t h a t o n l y o n e d e c i s i o n b o u n d a r y c a n b e 
c r o s s e d a t a t i m e b y t h e c u s u m c h a r t * T h e a v e r a g e r u n l e n g t h i s g i v e n 
b y 
w h e r e L ^ , L 2 , a n d L a r e t h e a v e r a g e r u n l e n g t h s b e f o r e r e a c h i n g a r e ­
j e c t i o n d e c i s i o n w i t h r e g a r d t o t h e u p p e r , l o w e r a n d e i t h e r l i m b o f t h e 
V - m a s k r e s p e c t i v e l y . F r o m a n a n a l y s i s o f t h e r u n l e n g t h d i s t r i b u t i o n , 
E w a n a n d K e m p ( 1 4 ) c o n c l u d e t h a t t h e d i s t r i b u t i o n h a s t h e d e s i r a b l e 
p r o p e r t y o f h a v i n g a h i g h p r o b a b i l i t y o f o b t a i n i n g a r u n l e n g t h n e a r 
t h e a v e r a g e l e v e l w h i l e t h e p r o b a b i l i t y i s l o w f o r o b t a i n i n g a r u n 
l e n g t h w h i c h i s c o n s i d e r a b l y l a r g e r t h a n t h e a v e r a g e l e v e l . F r o m t h e 
n o m o g r a m s o f A R L , i t i s a l s o f o u n d t h a t t h e r e l a t i o n s h i p b e t w e e n t h e 
s a m p l i n g i n t e r v a l a n d t h e s a m p l e s i z e , f o r f i x e d A R L , i s v e r y n e a r l y 
l i n e a r . I t i s , t h e r e f o r e , p r e f e r a b l e t o s a m p l e f r e q u e n t l y w i t h a s m a l l 
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s a m p l e s i z e i n o r d e r t o g u a r d a g a i n s t l a r g e s h i f t s i n t h e p r o c e s s m e a n . 
F r e u n d ( 1 9 ) , J o h n s o n a n d L e o n e ( 2 6 ) , G o l d s m i t h a n d W h i t f i e l d ( 2 2 ) , 
a n d P a g e ( 3 4 , 3 8 ) h a v e d e t e r m i n e d t h e a v e r a g e r u n l e n g t h s o f c u s u m c h a r t s 
f o r d i f f e r e n t v a l u e s o f k , n , a n d t h e c o n t r o l l i m i t s . T h e c o n c l u s i o n s 
d e r i v e d b y t h e d i f f e r e n t a u t h o r s a r e a l m o s t i d e n t i c a l . C u m u l a t i v e s u m 
s c h e m e s a r e c o n s i d e r a b l y m o r e s e n s i t i v e i n d e t e c t i n g s m a l l s h i f t s i n 
t h e p r o c e s s m e a n t h a n c o r r e s p o n d i n g c o n v e n t i o n a l X c h a r t s . F o r s h i f t s 
b e t w e e n 0 . 5 c r a n d 2 . O c t , c u s u m c h a r t s g i v e m o r e r a p i d i n d i c a t i o n o f t h e 
c h a n g e , w h i l e , f o r l a r g e r d e v i a t i o n s , s t a n d a r d c h a r t s h a v e l o w e r A R L . 
W h e n d e v i a t i o n s i n t h e p r o c e s s m e a n e x c e e d 2 . 5 (T, h o w e v e r , t h e A R L i s 
v e r y s m a l l i n a n y c a s e a n d t h e c h o i c e o f t h e s c h e m e i n t h i s r e g i o n 
w o u l d d e p e n d p r o b a b l y o n c o n s i d e r a t i o n s o t h e r t h a n t h e s m a l l a b s o l u t e 
d i f f e r e n c e s i n A R L . A c c o r d i n g t o J o h n s o n a n d L e o n e , t h e c u s u m c h a r t s 
a r e m o r e s e n s i t i v e i f t h e a l l o w a b l e p r o b a b i l i t y o f a t y p e I e r r o r , & , 
i s s m a l l . T h e a d v a n t a g e d e c r e a s e s s h a r p l y a s cL i n c r e a s e s . 
T h e m o s t f u n d a m e n t a l a d v a n t a g e o f a c u s u m c h a r t i s t h e e a s e w i t h 
w h i c h t h e c h a n g e s i n t h e p r o c e s s m e a n , a s w e l l a s t h e p o i n t o f i n i t i a ­
t i o n o f t h e c h a n g e , c a n b e d e t e c t e d v i s u a l l y b y a c h a n g e i n t h e s l o p e 
o f t h e c h a r t . T h e p r e c i s i o n o f t h i s e s t i m a t i o n p r o c e d u r e i s n o t w e l l 
e s t a b l i s h e d b u t i t s e e m s t o w o r k i n p r a c t i c e . T r u a x ( 4 9 , 5 0 ) s u g g e s t s 
t h a t t h e s h i f t i n t h e p r o c e s s m e a n c a n b e e s t i m a t e d f r o m t h e s l o p e o f 
t h e p l o t t e d p o i n t s . 
E w a n ( 1 5 ) a n d T r u a x ( 4 9 , 5 0 ) c o n s i d e r t h e a p p l i c a t i o n o f c u m u l a ­
t i v e s u m c h a r t s o n a n e x t r e m e l y p r a c t i c a l b a s i s w i t h o u t c o n s i d e r i n g t h e 
p r i n c i p l e s i n a n y d e t a i l . T h e r e c o m m e n d a t i o n s s u g g e s t e d b y t h e m a r e 
s i m i l a r . T h e p r i n c i p a l d i s a d v a n t a g e s o f c u s u m c h a r t s a r e t h e i n c r e a s e d 
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c o m p l e x i t y o f a p p l i c a t i o n a n d t h e d i f f i c u l t i e s o f c h o o s i n g t h e p r o p e r 
s c a l e f a c t o r f o r p l o t t i n g t h e p o i n t s o n t h e c o n t r o l c h a r t . E w a n s u g ­
g e s t s t h a t a s t a n d a r d c o n t r o l c h a r t s h o u l d b e u s e d i f i n s p e c t i o n i s 
i n e x p e n s i v e , e x t r e m e s i m p l i c i t y i n t h e u s e o f t h e c o n t r o l c h a r t s i s r e ­
q u i r e d , a n d t h e m a g n i t u d e o f a " s e r i o u s " s h i f t i n t h e p r o c e s s m e a n i s 
g r e a t e r t h a n 2(7". I f t e s t s a r e r e l a t i v e l y e x p e n s i v e , a n d t h e t y p e o f 
c h a n g e t o b e d e t e c t e d i s a f a i r l y s u d d e n s h i f t i n t h e m e a n l e v e l o f t h e 
p a r a m e t e r w h i l e t h e c h a n g e i s s u s t a i n e d f o r a n a v e r a g e o f a t l e a s t a p ­
p r o x i m a t e l y 5 t o 1 0 s a m p l i n g i n t e r v a l s , t h e n a c u m u l a t i v e s u m c h a r t 
s h o u l d b e u s e d . 
S o m e p r a c t i c a l s u g g e s t i o n s , b a s e d o n t h e e x p e r i e n c e o f E w a n a n d 
T r u a x , a r e a l s o g i v e n f o r t h e c o n s t r u c t i o n a n d u s e o f c u s u m c h a r t s . T h e 
s c a l e f a c t o r s h o u l d b e s o c h o s e n t h a t a c h a n g e o f 2(7" i n t h e p r o c e s s 
m e a n s h o u l d , f o r t h e p l o t t e d p o i n t s , r e s u l t i n a s l o p e o f a p p r o x i m a t e l y 
4 5 ° o n t h e c o n t r o l c h a r t . T h i s c o m p r e s s i o n o f t h e v e r t i c a l s c a l e i s 
n e c e s s a r y i f t h e p o i n t s a r e t o b e c o n v e n i e n t l y p l o t t e d a n d t o r e d u c e 
s y s t e m n o i s e w i t h o u t s a c r i f i c i n g t h e d e t e c t i o n p o w e r . 
J o h n s o n a n d L e o n e ( 2 6 ) h a v e e x t e n d e d t h e p r i n c i p l e o f c u m u l a t i v e 
s u m s c h e m e s t o c o n t r o l B i n o m i a l a n d P o i s s o n v a r i a b l e s , o r , ' p ' c h a r t s 
a n d ' c ' c h a r t s . A c o m p r e h e n s i v e s e t o f f o r m u l a s a n d t a b l e s i s g i v e n 
f o r c o n s t r u c t i n g d i f f e r e n t c u m u l a t i v e s u m s c h e m e s w i t h a p p r o p r i a t e 
s c a l i n g f a c t o r s . P a g e ( 3 9 ) h a s a l s o c o n s i d e r e d t h e u s e o f c u s u m c h a r t s 
t o c o n t r o l p r o c e s s e s w h e r e d a t a a r e o b t a i n e d f r o m a g o - n o - g o g a g e 
s i t u a t i o n . H e p o i n t s o u t t h a t t h e h i g h s e n s i t i v i t y o f t h e c u s u m 
s c h e m e s f o r s m a l l d e p a r t u r e s o f t h e p r o c e s s m e a n i s a d r a w b a c k i f t h e 
p r o c e s s c a p a b i l i t y i s m u c h b e t t e r t h a n t h a t r e q u i r e d b y t h e p r o d u c t 
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s p e c i f i c a t i o n s . 
T h e b r i e f d i s c u s s i o n o f t h e l i t e r a t u r e i n d i c a t e s t h a t a w e a l t h 
o f i n f o r m a t i o n i s a v a i l a b l e f o r a c o n t r o l c h a r t d e s i g n w h e r e p r o c e s s 
q u a l i t y M o d e l I i s a p p r o p r i a t e a n d w h e r e a " s e r i o u s " v a l u e o f k c a n b e 
s t i p u l a t e d . Much o f t h e l i t e r a t u r e p e r t a i n i n g t o M o d e l I r e f e r s t o t h e 
d e s i g n o f a c o n t r o l c h a r t p r o c e d u r e f r o m a L e v e l Two s t a n d p o i n t . Due 
t o t h e i n t e r a c t i o n o f s t a t i s t i c a l a n d e c o n o m i c f a c t o r s , g r e a t c a r e m u s t 
b e e x e r c i s e d i n a p p l y i n g r e c o m m e n d a t i o n s g i v e n i n t h e l i t e r a t u r e t h a t 
a r e b a s e d o n s t a t i s t i c a l c o n s i d e r a t i o n s a l o n e . 
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C H A P T E R I V 
M O D E L I I 
h - — I n C o n t r o l H - » - O u t o f C o n t r o l 
x ( t ) - ( j i ( t ) + 0 t f ( t - t * ) + e t 
w h e r e 
X ( t ) « a n e s t i m a t e o f t h e p r o c e s s m e a n b a s e d o n n o b s e r v a t i o n s 
a t t i m e t . 
|LL ( t ) • a n e s t i m a t e d o r k n o w n f u n c t i o n o f t i m e a c c o r d i n g t o w h i c h 
t h e p r o c e s s m e a n v a r i e s * 
0 t • 0 , w h e n t h e p r o c e s s i s i n c o n t r o l . 
0 t » 1, w h e n t h e p r o c e s s i s o u t o f c o n t r o l . 
f ( t ) • a k n o w n o r e s t i m a t e d n o n - z e r o f u n c t i o n o f t i m e , 
t * • t h e t i m e a t w h i c h t h e p r o c e s s g o e s o u t o f c o n t r o l . 
t • r a n d o m v a r i a t i o n i n h e r e n t i n t h e p r o c e s s a n d t h e m e a s u r e ­
m e n t s y s t e m . I t i s s t a t i s t i c a l l y i n d e p e n d e n t o f t a n d a s s u m e d t o b e 
2 
n o r m a l l y d i s t r i b u t e d w i t h z e r o m e a n a n d v a r i a n c e cr In. 
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MODEL I I I S I D E N T I C A L T O MODEL I E X C E P T O N L Y I N THE A S S U M P T I O N 
ABOUT THE N A T U R E O F THE B E H A V I O R O F THE P R O C E S S MEAN WHEN THE P R O C E S S 
I S OUT O F C O N T R O L . I N MODEL I , WHEN T H E P R O C E S S G O E S OUT OF C O N T R O L , 
THE P R O C E S S M E A N JUMPS FROM F X ( T ) T O | X ( T ) + KCR , S O THAT T H E R E I S AN 
I N S T A N T A N E O U S S H I F T I N T H E P R O C E S S M E A N . I N MODEL I I WHEN T H E P R O C E S S 
G O E S OUT O F C O N T R O L , T H E F U N C T I O N , X ( T ) , HAS AN A D D I T I O N A L COMPONENT 
W H I C H I S A KNOWN F U N C T I O N O F T I M E COMMENCING W I T H T H E I N C E P T I O N OF T H E 
A S S I G N A B L E C A U S E . T Y P I C A L E X A M P L E S O F T H E F U N C T I O N F ( T ) W I L L B E L I N E A R 
OR H I G H E R P O L Y N O M I A L OR E V E N T R I G O N O M E T R I C . 
I F THE N A T U R E O F THE S H I F T I N T H E P R O C E S S MEAN CAN B E E S T I M A T E D , 
MODEL I I S H O U L D B E U S E D A S I T A F F O R D S A MORE S E N S I T I V E Q U A L I T Y CONTROL 
P R O C E D U R E THAN MODEL I . I F , H O W E V E R , I T I S D I F F I C U L T T O E S T I M A T E THE 
F U N C T I O N F ( T ) , OR I F T H E C O S T S OF E S T I M A T I O N O F F ( T ) A R E G R E A T E R THAN 
THE B E N E F I T S T O B E D E R I V E D FROM THE I N C R E A S E D S E N S I T I V I T Y , MODEL I W I L L 
B E MORE A P P R O P R I A T E . 
MODEL I I CAN B E A P P L I E D I N C O N T R O L L I N G THE Q U A L I T Y O F V A R I O U S 
C H E M I C A L P R O C E S S E S . C O N S I D E R , FOR E X A M P L E , A C A T A L Y T I C P R O C E S S I N 
W H I C H T H E NORMAL R A T E O F CHANGE O F SOME C H A R A C T E R I S T I C O F T H E OUTPUT 
DUE T O THE A G I N G O F T H E C A T A L Y S T MAY B E A C C E L E R A T E D W I T H P O I S O N I N G O F 
T H E C A T A L Y S T AT SOME I N S T A N T OF T I M E . A S S U M I N G THAT T H E R A T E OF CHANGE 
O F T H E C H A R A C T E R I S T I C X CAN B E R E P R E S E N T E D B Y A L I N E A R F U N C T I O N O F T I M E , 
FI + Y T M A Y R E P R E S E N T T H E F U N C T I O N \x(t) WHEN T H E P R O C E S S I S I N C O N ­
T R O L . W I T H THE P O I S O N I N G O F T H E C A T A L Y S T , 0 T F ( T - T * ) MAY B E R E P R E S E N T E D 
B Y Y O ( T - T * ) , WHERE T * I S T H E I N S T A N T O F T H E S U D D E N P O I S O N I N G O F T H E C A T ­
A L Y S T . T H U S , WHEN THE P R O C E S S G O E S OUT O F C O N T R O L , X ( T ) MAY B E R E P R E ­
S E N T E D B Y > T + ^ > ( T - T * ) + 6 T . 
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Model IX can similarly describe the metal cuting rate of a 
machine tool where -y and p are two constants depending on the condi­
tion of the coolant, the type of tool being used, etc. Many aspects 
of papermaking industry, steel industry, textile manufacture, metal­
lurgical processes and other similar industries may be represented by 
Model II. At this stage, it should be understood that both Models I 
and II are basicaly deterministic in nature. In Model II, it is 
asumed that the behavior of the process mean can be predicted as a 
determinable function of time in both out-of-control and in-control 
situations. The random variation inherent in the process is €t which remains the same both before and after the occurence of an assignable 
cause. 
The parameters of the process can be estimated with the help 
of regression analysis of the past production data. The function 
fx(t) should be asumed to be constant and equal to p. unless *7 or any 
other coeficient of a higher order of t is significant. When the 
process is running out of control, the slope of X(t) can be estimated, 
from which the parameter p can be determined. Data should be period­
icaly analyzed, even after the establishment of the model, to confirm 
or alter the values of the parameters. 
The control procedure based on Model II will usualy utilize 
control limits placed at a distance of Bcr/ s/vl from the central line, 
which may be paralel to or at an angle to the time scale. The pa­
rameter 8 will be proportional to yoh, where h is the sampling interval 
and the factor of proportionality will be determined by considering the 
relevant process and economic characteristics of the process. One of 
49 
t h e a d v a n t a g e s o f M o d e l I I c o n t r o l c h a r t d e s i g n i s t h a t when t h e p r o c e s s 
h a s b e e n d e t e c t e d t o h a v e g o n e o u t o f c o n t r o l , t h e t i m e o f o c c u r r e n c e o f 
t h e a s s i g n a b l e c a u s e c a n b e q u i t e a c c u r a t e l y d e t e r m i n e d a n d t h e f i n i s h e d 
p r o d u c t s p r o d u c e d s u b s e q u e n t l y m a y b e s u b j e c t e d t o 100 p e r c e n t i n s p e c ­
t i o n . 
A r o i a n ( 2 ) , i n h i s s t u d y o f t h e o p t i m a l s e l e c t i o n o f t h e s a m p l e 
s i z e a n d t h e p l a c e m e n t o f t h e c o n t r o l l i m i t s f o r a f r a c t i o n d e f e c t i v e 
c h a r t , h a s b r i e f l y m e n t i o n e d t h i s m o d e l . T h e f u n c t i o n , f ( t ) , h a s b e e n 
i l l u s t r a t e d a s a l i n e a r o r a n o s c i l l a t o r y f u n c t i o n . No c o n c l u s i o n , 
h o w e v e r , h a s b e e n d r a w n f r o m t h e s t u d y . 
T h i s m o d e l h a s r e c e i v e d l i t t l e a t t e n t i o n f r o m r e s e a r c h e r s a n d 
c o n t r o l c h a r t u s e r s i n t h e p a s t . T h e w r i t e r f e e l s t h a t M o d e l I I w a r ­
r a n t s much g r e a t e r a t t e n t i o n , p a r t i c u l a r l y i n t h o s e i n d u s t r i e s w h e r e 
t h e p r o c e s s b e h a v i o r c a n b e r e p r e s e n t e d a s a f u n c t i o n o f t i m e . 
5 0 
C H A P T E R V 
M O D E L I I I 
X(t ) 






- * — I n C o n t r o l - O u t o f C o n t r o l 
t 
X ( t ) « 
w h e r e 
X ( t ) •» a n e s t i m a t e o f t h e p r o c e s s m e a n b a s e d o n n o b s e r ­
v a t i o n s a t t i m e t . 
JJL ( t ) • a n e s t i m a t e d o r k n o w n f u n c t i o n o f t i m e a c c o r d i n g 
t o w h i c h t h e p r o c e s s m e a n b e h a v e s . 
6 0 1 « a r a n d o m v a r i a b l e a s s u m e d t o b e n o r m a l l y d i s t r i b ­
u t e d w i t h 
E ( 6 J t ) • 0 . 
E ( 0 > t C J t - m ) • p-gfii^T^ w h e r e t h e c o n s t a n t s , /O m , a r e i n d e p e n d ­
e n t o f t , a n d 
pm •» 1 w h e n m - 0 . 
0 * pm 1 w h e n m >*0 . 
5 1 
0 w h e n t h e p r o c e s s i s i n c o n t r o l . 
2 > 9 i w h e n t h e p r o c e s s i s o u t o f c o n t r o l . 
«• r a n d o m v a r i a t i o n i n h e r e n t i n t h e p r o c e s s a n d 
t h e m e a s u r e m e n t s y s t e m . € t i s s t a t i s t i c a l l y i n d e p e n d e n t o f t a n d 
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n o r m a l l y d i s t r i b u t e d w i t h z e r o m e a n a n d v a r i a n c e <r / n . 
A l m o s t a l l l i t e r a t u r e , d e a l i n g w i t h t h e o p t i m i z a t i o n t e c h ­
n i q u e s o f q u a l i t y c o n t r o l p r o c e d u r e , h a s b e e n c e n t e r e d a r o u n d t h e c o n ­
c e p t i o n o f t h e s t a t e o f " s t a t i s t i c a l c o n t r o l " a s o r i g i n a l l y d e f i n e d b y 
S h e w h a r t ( 4 8 ) . I n s u c h a s y s t e m , t h e s u c c e s s i v e o b s e r v a t i o n s m a d e o n 
a n i n d u s t r i a l p r o c e s s c a n b e r e g a r d e d a s s u c c e s s i v e i n d e p e n d e n t s a m p l e s 
f r o m a s t a t i s t i c a l p o p u l a t i o n . N o w t h a t t h e t h e o r y o f s t o c h a s t i c p r o c ­
e s s e s h a s g r o w n i n t o a w e l l - r o u n d e d b o d y o f t h e o r y , i t i s a p p r o p r i a t e 
t o c o n s i d e r i n d u s t r i a l p r o c e s s e s , w h o s e n a t u r a l i n t r i n s i c v a r i a b i l i t y 
i s b e s t d e s c r i b e d a s a r u n o f d e p e n d e n t r a n d o m v a r i a b l e s . T h e e v e r 
m o r e e x t e n s i v e a p p l i c a t i o n o f f e e d b a c k c o n t r o l m e c h a n i s m s , o f t e n e m ­
b o d y i n g t i m e d e l a y , i m p l i e s t h a t s u c h p r o c e s s e s a r e g r o w i n g m o r e a n d 
m o r e c o m m o n . I t i s n o w n e c e s s a r y t o u s e t h e c o n t r o l c h a r t a s i t s e l f a n 
e l e m e n t o f a f e e d b a c k l o o p , w h i c h n o t o n l y s i g n a l s t h e d e p a r t u r e o f t h e 
p r o c e s s f r o m i t s t a r g e t v a l u e , b u t a l s o i n d i c a t e s t h e m a g n i t u d e o f t h e 
d e p a r t u r e , a n d w h a t a m o u n t o f c o r r e c t i o n n e e d s t o b e a p p l i e d t o t h e 
p r o c e s s t o b r i n g i t b a d e t o a s t a t e o f c o n t r o l . 
M o d e l I I I a t t e m p t s t o i n c o r p o r a t e s o m e o f t h e s e f e a t u r e s a n d 
t h e r e b y b r e a k l o o s e f r o m t h e c o n v e n t i o n a l q u a l i t y c o n t r o l p r o c e d u r e s . 
I t d e s c r i b e s a c o v a r i a n c e s t a t i o n a r y N o r m a l p r o c e s s a s d e f i n e d b y P a r z e n 
( 4 1 ) . T h e t h i r d m o d e l d i f f e r s f r o m t h e f i r s t t w o m o d e l s i n t h e b a s i c 
a s s u m p t i o n a b o u t t h e s h i f t s i n t h e p r o c e s s m e a n w h e n t h e p r o c e s s g o e s 
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o u t o f c o n t r o l . W h i l e , i n t h e f i r s t t w o m o d e l s , t h e s h i f t s w e r e a s s u m e d 
t o b e e i t h e r f i x e d o r a d e t e r m i n a b l e f u n c t i o n o f t i m e , i n M o d e l I I I , t h e 
m a g n i t u d e o f t h e s h i f t i s a t i m e d e p e n d e n t r a n d o m v a r i a t e . T h i s i s a 
v e r y r e a l i s t i c m o d e l s i n c e i t a l l o w s f o r a s s i g n a b l e c a u s e s o f a l l p o s ­
s i b l e m a g n i t u d e s o n a s t o c h a s t i c b a s i s a n d a l s o p e r m i t s t h e i n - c o n t r o l 
p r o c e s s m e a n t o b e s h i f t i n g i n a r a n d o m m a n n e r . 
B y a s u i t a b l e s e l e c t i o n o f t h e p a r a m e t e r s o f t h e m o d e l , i t i s 
p o s s i b l e t o m o d i f y t h e m o d e l t o r e p r e s e n t d i f f e r e n t t y p e s o f p r o c e s s e s . 
F o r e x a m p l e , i f i t i s a s s u m e d t h a t pm - 0 f o r a l l m > 0 , t h e m o d e l 
r e d u c e s t o t h e d e s c r i p t i o n o f a t i m e i n d e p e n d e n t p r o c e s s i n w h i c h t h e r e 
i s n o a u t o c o r r e l a t i o n b e t w e e n s u c c e s s i v e o b s e r v a t i o n s . I f pm >• 0 f o r 
s o m e m =*- 0 , t h e s u c c e s s i v e o b s e r v a t i o n s o f t h e p r o c e s s a r e a s s u m e d t o 
b e a r u n o f d e p e n d e n t r a n d o m v a r i a b l e s . 
T h e p a r a m e t e r 6^ d e t e r m i n e s t h e b e h a v i o r o f t h e p r o c e s s m e a n 
when t h e p r o c e s s i s i n a s t a t e o f c o n t r o l . I f 6^ i s z e r o , i t i s i m p l i e d 
t h a t t h e p r o c e s s b e h a v e s a c c o r d i n g t o t h e f u n c t i o n j u ( t ) w i t h t h e o n l y 
i n h e r e n t , r a n d o m n e s s b e i n g e x p r e s s e d b y € t « On t h e o t h e r h a n d , i f 0^ 
i s g r e a t e r t h a n z e r o , t h e m o d e l d e s c r i b e s a p r o c e s s w h i c h e x h i b i t s a n 
e r r a t i c v a r i a t i o n i n t h e p r o c e s s m e a n i n a d d i t i o n t o t h e r a n d o m e r r o r 
€ f c a n d h e n c e t h e p r o c e s s i s a l w a y s o u t o f c o n t r o l i n t h e u s u a l s e n s e . 
T h e p a r a m e t e r 6 2 r e p r e s e n t s a p r e d e t e r m i n e d c r i t i c a l v a l u e o f t h e 
v a r i a b l e s h i f t i n t h e p r o c e s s m e a n w h i c h i t i s i m p o r t a n t t o d e t e c t . 
A l t h o u g h M o d e l I I I i s o n e o f t h e m o s t i m p o r t a n t a n d r e a l i s t i c 
m o d e l s , e s p e c i a l l y t o d e p i c t p r o c e s s i n d u s t r i e s , t h e p r a c t i c a l d i f f i ­
c u l t i e s i n s t u d y i n g a n d v a l i d a t i n g t h e m o d e l a r e s u b s t a n t i a l . T h e m o s t 
d i f f i c u l t a s p e c t i n t h e s t u d y o f t h i s m o d e l l i e s i n t h e e s t i m a t i o n o f 
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t h e p a r a m e t e r s o f t h e m o d e l . I f , h o w e v e r , t h e v a l i d i t y o f t h e m o d e l 
c a n b e e s t a b l i s h e d f o r a p r o c e s s a n d t h e r e l e v a n t p a r a m e t e r s c a n b e 
e s t i m a t e d , M o d e l I I I w i l l y i e l d a n e f f i c i e n t q u a l i t y c o n t r o l p r o c e d u r e . 
T h i s m o d e l i s q u i t e a p p r o p r i a t e i n t h e p a p e r , t e x t i l e , c h e m i c a l , a n d 
e l e c t r o n i c s i n d u s t r i e s , w h e r e f l u c t u a t i o n s i n t h e r a w m a t e r i a l s a n d 
m a n u f a c t u r i n g o p e r a t i o n s a r e b o t h f r e q u e n t a n d s i g n i f i c a n t . 
A s a n i l l u s t r a t i v e e x a m p l e , t h e m a n u f a c t u r e o f p a p e r i s c o n ­
s i d e r e d . P a p e r m a n u f a c t u r e i s e s s e n t i a l l y a c h e m i c a l p r o c e s s i n w h i c h 
t h e b a s i c r a w m a t e r i a l i s p r o c e s s e d i n b a t c h e s . T h e c o n t r o l p r o c e d u r e 
c o n s i s t s o f ( 1 ) a n a l y s i s o f t h e r a w m a t e r i a l , ( 2 ) a n a l y s i s o f s a m p l e s 
d u r i n g m a n u f a c t u r e , a n d ( 3 ) a n a l y s i s o f o u t g o i n g f i n i s h e d p r o d u c t s . 
S u p p o s e some c h a r a c t e r i s t i c l i k e t e n s i l e s t r e n g t h o f t h e p a p e r i s t o b e 
c o n t r o l l e d . T h e t e n s i l e s t r e n g t h w i l l v a r y r a n d o m l y a n d n o a c t i o n n e e d 
b e t a k e n i f t h e f l u c t u a t i o n s a r e w i t h i n a p e r m i s s i b l e r a n g e . M o r e o v e r , 
d u e t o t h e c o n t i n u o u s n a t u r e o f t h e p r o c e s s , i t may b e e x p e c t e d t h a t 
t h e r e i s some d e g r e e o f a u t o c o r r e l a t i o n b e t w e e n s u c c e s s i v e o b s e r v a t i o n s . 
T h e r e i s a l s o a c o n s i d e r a b l e t i m e l a g b e t w e e n a p r o c e s s a d j u s t m e n t a n d 
t h e r e s p o n s e t o t h e a d j u s t m e n t . T h e f r e q u e n c y o f s a m p l i n g i s m o r e o r 
l e s s d e t e r m i n e d b y t h e c h a r a c t e r i s t i c s o f t h e p r o c e s s . F o r i n s t a n c e , 
a s a m p l e may b e t a k e n o n l y when t h e p a p e r s h e e t i s c u t f o r w i n d i n g o n 
a d i f f e r e n t r e e l . Mode l I I I may b e u s e d t o d e s c r i b e t h i s p r o c e s s . Due 
t o t h e l a r g e t i m e l a g o f r e s p o n s e , a n y c o n t i n u o u s a d j u s t i n g a c t i o n may 
n o t p r o v e e f f e c t i v e . When t h e p r o c e s s h a s b e e n d e t e c t e d t o h a v e g o n e 
o u t o f c o n t r o l , t h e a s s i g n a b l e c a u s e r e s p o n s i b l e f o r t h e i n c r e a s e i n 
t h e v a r i a t i o n o f t h e p r o c e s s m e a n m u s t b e l o c a t e d a n d r e c t i f i e d . T h e 
a s s i g n a b l e c a u s e may p e r t a i n t o a c h a n g e i n t h e q u a l i t y o f t h e r a w 
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m a t e r i a l o r a c h a n g e i n a p h y s i c a l c h a r a c t e r i s t i c o f t h e m a n u f a c t u r i n g 
p r o c e s s . W h e n t h e r e c t i f i c a t i o n h a s b e e n p e r f o r m e d , t h e p r o c e s s w i l l 
r e v e r t b a c k t o i t s n o r m a l s t a t e o f c o n t r o l . 
B a r n a r d ( 6 ) a n d G o l d s m i t h a n d W h i t f i e l d ( 2 2 ) h a v e s t u d i e d M o d e l 
I I I f r o m a " L e v e l T w o " d e s i g n v i e w p o i n t . R e c e n t l y , B a r i s h a n d H a u s e r 
( 4 ) h a v e p u b l i s h e d a p a p e r i n w h i c h a d e t a i l e d s t u d y o f M o d e l I I I f r o m 
a L e v e l T h r e e s t a n d p o i n t h a s b e e n d e s c r i b e d . B a r n a r d ( 6 ) h a s , f o r t h e 
f i r s t t i m e , a p p l i e d t h e t h e o r y o f s t o c h a s t i c p r o c e s s e s i n t h e d e s i g n o f 
p r o c e s s c o n t r o l c h a r t s . H e c o n s i d e r s t h e u s e o f c u m u l a t i v e s u m c h a r t s 
i n c o n t r o l l i n g t i m e d e p e n d e n t s t a t i o n a r y p r o c e s s e s . H e s u g g e s t s t h a t 
t h e p r i m a r y f u n c t i o n o f t h e c o n t r o l c h a r t s h o u l d b e t o p r o v i d e a n e s t i ­
m a t e o f t h e c u r r e n t p r o c e s s m e a n , t o g e t h e r w i t h a s t a n d a r d e r r o r o r I t s 
e q u i v a l e n t , o n t h e b a s i s o f w h i c h e s t i m a t e , a p p r o p r i a t e a c t i o n m a y b e 
t a k e n t o c o n t r o l t h e p r o c e s s . 
B a r n a r d s u g g e s t s a m o d e l w h i c h c o n s i s t s o f a " P o i s s o n " p r o c e s s 
o f " j u m p s " o c c u r r i n g a t t h e r a t e o f A j u m p s p e r u n i t t i m e . A t e a c h 
J u m p t h e p r o c e s s i s s h i f t e d b y a n a m o u n t 6 , w h i c h i s i t s e l f a n o r m a l l y 
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d i s t r i b u t e d v a r l a t e w i t h z e r o m e a n a n d v a r i a n c e c£, . A s e r i e s o f c o r ­
r e c t i o n s c ( t i ) w i l l b e a p p l i e d a t v a r i o u s t i m e s t ^ s o t h a t t h e r e s u l t a n t 
d e v i a t i o n o f t h e p r o c e s s m e a n f r o m t h e t a r g e t v a l u e , a t a n y t i m e t w i l l 
b e 
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B a r n a r d a s s u m e s t h a t t h e c o s t o f d e p a r t u r e s f r o m t h e t a r g e t v a l ­
u e s w i l l b e p r o p o r t i o n a l t o t h e s q u a r e d e r r o r 
\ I A 2 ( t ) d t . J 0 
a n d o b t a i n s t h e b e s t l i n e a r e s t i m a t o r o f t h e p r o c e s s m e a n a s a w e i g h t e d 
m e a n o f t h e r e c e n t o b s e r v a t i o n s w i t h t h e w e i g h t s p r o p o r t i o n a l t o t h e 
s o l u t i o n s o f a s e t o f l i n e a r e q u a t i o n s . T h e w e i g h t s d e c r e a s e a s o n e 
g o e s b a c k i n t i m e i n t h e s e r i e s o f o b s e r v a t i o n s . He a l s o s u g g e s t s 
t h a t t h e e n o r m o u s c o n v e n i e n c e o f a n e x p o n e n t i a l w e i g h t i n g w o u l d p r o b ­
a b l y o u t w e i g h t h e s l i g h t l o s s o f e f f i c i e n c y . T h e e s t i m a t o r w o u l d 
t h e n b e g i v e n b y 
x n - t * n + A % - 1 + A 2 x n „ 2 + . . . ] / < l - A ) 
" J T A x n + M n - 1 
w h e r e A i s t h e s m a l l e r r o o t o f t h e q u a d r a t i c 
1 - A + > ^ 2 / ( l - A ) . 
A s a r o u g h g r a p h i c a l p r o c e d u r e , a p a r a b o l i c m a s k may b e u s e d o n 
t h e c u m u l a t i v e sum c h a r t i n s t e a d o f t h e m o r e u s u a l V - m a s k . T h e p a r a b o l a 
i s p l a c e d w i t h i t s v e r t e x o v e r t h e c u r r e n t p o i n t o n t h e g r a p h a n d t h e 
a x i s r o t a t e d s o a s t o i n c l u d e t h e g r e a t e s t p o s s i b l e n u m b e r o f c o n s e c u ­
t i v e p o i n t s i n t h e p a r a b o l a , c o u n t i n g b a c k w a r d s f r o m t h e c u r r e n t p o i n t . 
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T h u s , t h e r e c e n t o b s e r v a t i o n s w i l l h a v e h e a v y w e i g h t s . T h e f i n a l d i ­
r e c t i o n o f t h e a x i s w i l l r e p r e s e n t t h e s h i f t i n t h e p r o c e s s m e a n f r o m 
i t s t a r g e t v a l u e . 
B a r n a r d t h e n s u g g e s t s p r o c e d u r e s f o r t h e e s t i m a t i o n o f A a n d 
2 
<r^ f r o m t h e p a s t d a t a . I f x ^ , x 2 , . . , ^ i s a s e q u e n c e o f o b s e r ­
v a t i o n s i n w h i c h e a c h x ^ h a s t h e v a r i a n c e u n i t y , t h e n t h e m e a n s q u a r e 
s u c c e s s i v e d i f f e r e n c e 
n - 1 2 
D 8 8 ~ ~ T YZ < x i + l " x i > 
n 1 i » l 
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h a s a m e a n ( 2 + "A ( 7 ^ ) . H e n c e ( D - 2 ) c a n b e t a k e n a s a n u n b i a s e d 
2 
e s t i m a t o r o f A a ; . a n d i t w i l l t h e n b e s u f f i c i e n t t o f i n d a n e s t i -
m a t o r o f A. , f o r o£> t o b e d e t e r m i n a b l e . T h e r e a r e v a r i o u s m e t h o d s 
t o e s t i m a t e A b u t a l l t h e m e t h o d s s u g g e s t e d a r e v a l i d o n l y u n d e r 
2 
l i m i t e d c i r c u m s t a n c e s . F o r i n s t a n c e , i f G£> 3 > 1 , a s i m p l e c o u n t o f 
t h e n u m b e r r o f s a m p l i n g i n t e r v a l s o f u n i t l e n g t h i n w h i c h a j u m p 
o c c u r s o u t o f a s e t o f n s u c h i n t e r v a l s i s e n o u g h . 
A. = - l o g f t ( r / n ) 
B a r n a r d c o n c l u d e s h i s a r t i c l e b y s u g g e s t i n g t h a t t h e f i e l d o f 
s t o c h a s t i c c o n t r o l o f p r o c e s s e s h a s b e e n r e l a t i v e l y u n e x p l o r e d u p t o 
t h e p r e s e n t t i m e a n d h e n c e , t h e r e i s n e e d f o r s u b s t a n t i a l w o r k t o b e 
d o n e i n t h e f u t u r e . 
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When a p r o c e s s i s c o n s i d e r e d t o h a v e g o n e o u t o f c o n t r o l , o n e o f 
t w o g e n e r a l t y p e s o f d e c i s i o n s c a n b e m a d e : e i t h e r i n v e s t i g a t e a n d , i f 
n e c e s s a r y , l o c a t e a n d r e m o v e t h e a s s i g n a b l e c a u s e ; o r a d j u s t t h e l e v e l 
o f o n e o r m o r e i n p u t v a r i a b l e s t o c o m p e n s a t e f o r t h e a p p a r e n t c h a n g e s i n 
t h e o u t p u t p a r a m e t e r s . B a r i s h a n d H a u s e r (4 ) c o n s i d e r o n l y t h e l a t t e r 
c a t e g o r y i n t h e i r s t u d y o f M o d e l I I I f r o m a L e v e l T h r e e d e s i g n v i e w ­
p o i n t . I t i s a s s u m e d t h a t t h e n u m b e r o f a r r i v a l s o f a s s i g n a b l e c a u s e s 
o f v a r i a t i o n d u r i n g a n y t i m e i n t e r v a l i s a P o i s s o n v a r i a b l e w i t h m e a n 
A * F o r f a c i l i t a t i n g s i m u l a t i o n , a u n i t t i m e i n t e r v a l i s d e f i n e d a s 
t h a t l e n g t h o f t i m e d u r i n g w h i c h t h e p r o b a b i l i t y o f e x a c t l y o n e a r r i v a l 
i s a p p r o x i m a t e l y 0 . 0 1 . When a n a s s i g n a b l e c a u s e o c c u r s , t h e p r o c e s s 
m e a n i s s u b j e c t t o " j u m p s " , w h o s e m a g n i t u d e , 5 ^ , i s a r a n d o m v a r i a b l e 
w i t h z e r o m e a n a n d v a r i a n c e 9 2 < r 2 / n . T h e g e n e r a l p r o c e s s i s t h e n r e p r e ­
s e n t e d b y 
x(t> - L t + jh b± + JZ 2 <*KI 7 K J + £T 
i = l k » l j « l J J 
w h e r e 
yi i s t h e t a r g e t p r o c e s s m e a n . 
a i s t h e t i m e d e l a y b e t w e e n a d e c i s i o n a n d t h e c o r r e s p o n d i n g 
a d j u s t i n g a c t i o n . 
b i s t h e n u m b e r o f a d j u s t i n g d e v i c e s . 
? 7 ^ j i s t h e c h a n g e i n t r o d u c e d b y a d j u s t i n g d e v i c e k a t t i m e j . 
d e p e n d s o n t h e i n t e r a c t i o n t h a t t h e a d j u s t i n g a c t i o n 7 / k j 
h a s w i t h t h e o t h e r a d j u s t i n g a c t i o n s a n d t h e c u r r e n t p r o c e s s l e v e l . 
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6 t i s t h e r a n d o m v a r i a t i o n o f t h e p r o c e s s d u e t o c h a n c e c a u s e s . 
A s r e l a t e d t o M o d e l I I I , t h i s m o d e l a s s u m e s t h a t Pm •» 0 f o r a l l 
m =- 0 , &i • 0 , a n d 0 £ 3 8 ® Vn. I f t h e r e i s n o t i m e d e l a y ( a = 0 ) , o n l y 
o n e a d j u s t i n g d e v i c e ( b • 1 ) , a n d n o i n t e r a c t i o n ( 0 ^ = 1 ) , t h e m o d e l 
r e d u c e s t o 
t t 
X ( t ) - *i+ ? j + « t 
i « l j = l J 
T h i s s i m p l i f i e d m o d e l i s i n v e s t i g a t e d w i t h t h e h e l p o f M o n t e 
C a r l o s i m u l a t i o n f o r v a r i o u s c o n t r o l c h a r t d e s i g n s w i t h t h e o b j e c t i v e 
o f m i n i m i z i n g t h e t o t a l c o s t f u n c t i o n c o n s i s t i n g o f t h e c o s t o f d e f e c ­
t i v e s , t h e f i x e d a n d v a r i a b l e c o s t s o f s a m p l i n g , c o s t o f i n t e r p r e t a t i o n 
a n d d e c i s i o n m a k i n g a n d c o s t o f a d j u s t m e n t , a l l o n a u n i t t i m e b a s i s . 
T h e i n t e r r e l a t i o n s h i p a m o n g d e c i s i o n r u l e s , s a m p l e s i z e s a n d s a m p l i n g 
i n t e r v a l s i s e x a m i n e d . F i v e d e c i s i o n r u l e s f o r d e t e c t i n g t h e o u t - o f -
c o n t r o l s t a t e o f t h e p r o c e s s a r e u s e d : 1 - s i g m a , 2 - s i g m a a n d 3 - s i g m a 
c o n t r o l l i m i t s , r u n r u l e s b a s e d o n W e s t e r n E l e c t r i c c o n t r o l c h a r t p r o ­
c e d u r e s , a n d g e o m e t r i c m o v i n g a v e r a g e r u l e a s s t a t e d b y R o b e r t s ( 4 6 ) . 
F o r e a c h d e c i s i o n r u l e a n d e a c h s e t o f p r o c e s s p a r a m e t e r v a l u e s , t h e 
s a m p l e s i z e i s v a r i e d , k e e p i n g t h e s a m p l e s i z e - s a m p l i n g i n t e r v a l r a t i o 
c o n s t a n t , u n t i l a m i n i m u m c o s t i s r e a c h e d . T h i s p r o c e s s i s r e p e a t e d 
a t d i f f e r e n t s a m p l e s i z e - s a m p l i n g i n t e r v a l r a t i o s u n t i l t h e s a m p l e s i z e 
a n d s a m p l i n g i n t e r v a l , g i v i n g t h e m i n i m u m c o s t , a r e f o u n d . F i v e f i g u r e s 
a r e g i v e n s u m m a r i z i n g t h e r e s u l t s a n d g i v i n g t h e o p t i m a l d e c i s i o n r u l e , 
s a m p l e s i z e a n d s a m p l i n g i n t e r v a l f o r d i f f e r e n t c o m b i n a t i o n s o f p r o c e s s 
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p a r a m e t e r s . T h e p r o c e s s m o d e l a n d t h e r a n g e o f p a r a m e t e r v a l u e s a r e 
n e c e s s a r i l y l i m i t e d b u t t h e r e s u l t s a r e e x p e c t e d t o b e u s e f u l n o t o n l y 
i n p r o c e s s e s r e p r e s e n t e d b y t h e m o d e l b u t a l s o a s f i r s t a p p r o x i m a t i o n s 
i n p r o c e s s e s w h e r e some a s s u m p t i o n s a r e v i o l a t e d . 
T h e a p p l i c a t i o n o f c u m u l a t i v e sum c h a r t s f o r t h e c o n t r o l o f 
a u t o c o r r e l a t e d c o n t i n u o u s p r o c e s s e s s e e m s t o b e e x t r e m e l y e n c o u r a g i n g . 
G o l d s m i t h a n d W h i t f i e l d (22) h a v e e v a l u a t e d t h e a v e r a g e r u n l e n g t h s o f 
c u s u m c h a r t s f o r d i f f e r e n t p r o c e s s p a r a m e t e r s b y m e a n s o f M o n t e C a r l o 
s i m u l a t i o n o n a d i g i t a l c o m p u t e r . T h e p o w e r o f c u s u m c h a r t s i s t h e n 
c o m p a r e d w i t h t h e p o w e r o f c o n v e n t i o n a l c o n t r o l c h a r t s . T h e y a l s o i n ­
v e s t i g a t e d t h e e f f e c t o f s e r i a l c o r r e l a t i o n b e t w e e n o b s e r v a t i o n s w i t h 
t h e h e l p o f a n e x p o n e n t i a l l y w e i g h t e d a u t o r e g r e s s i v e m o d e l . I t i s 
f o u n d t h a t f o r l a r g e d e v i a t i o n s o f t h e p r o c e s s m e a n , t h e s e r i a l c o r r e ­
l a t i o n h a s l i t t l e e f f e c t o n t h e ARL b u t when t h e m a g n i t u d e o f t h e 
c r i t i c a l s h i f t i n t h e p r o c e s s m e a n i s s m a l l , p o s i t i v e c o r r e l a t i o n i n 
t h e p r o c e s s i n c r e a s e s t h e e f f e c t i v e n e s s o f t h e c u m u l a t i v e sum c o n t r o l 
s c h e m e s ( h a l v i n g t h e ARL i n s o m e c a s e s ) , On t h e o t h e r h a n d , n e g a t i v e 
c o r r e l a t i o n b e t w e e n s u c c e s s i v e o b s e r v a t i o n s l e a d s t o h i g h e r A R L s . 
A s t h e e s t i m a t i o n o f t h e p a r a m e t e r s o f t h e m o d e l may b e a 
f o r m i d a b l e t a s k , i t i s r e l e v a n t t o d e s c r i b e s o m e e s t i m a t i o n p r o c e d u r e s . 
When e r r o r s a r e a u t o c o r r e l a t e d , t h e s t r a i g h t - f o r w a r d e x t e n s i o n o f 
s t a n d a r d e s t i m a t i o n p r o c e d u r e s f o r l i n e a r r e g r e s s i o n h a s b e e n s t a t e d 
b y P l a c k e t t ( 4 5 ) . T h e r e s u l t i n g e s t i m a t i o n m e t h o d i s v a l i d p r o v i d e d 
t h a t t h e n u m b e r o f p a r a m e t e r s t o b e e s t i m a t e d f r o m t h e d a t a i s s m a l l 
c o m p a r e d w i t h t h e n u m b e r o f o b s e r v a t i o n s . I f 6o t d e n o t e s t h e t ' t h 
r e s i d u a l , n a m e l y j x ( t ) - f ^ ( t ) | , 
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E (0)t) = E [ x ( t ) - (jL(t)} « 0 
The autocovarlance of time lag m is given by 
m̂ " E t̂CJt-m) * E I ' r*-(t) } { X(t-m) - n( t -m)} ] . 
X . m can be estimated by 
1 Am 88 *>t ̂ t-m " t*m+l 
where N is the sample size of the past data. When the value of A m tends to zero as m increases, an integer mo is found which is smal 
compared to N and such that A m can be taken as zero for m - nio, If such an integer exists, the values of A m for m<m0 are directly sub­stituted for the coresponding autocovarlances to obtain 
As <r can easily be estimated from the within sample variance, assuming 
independence within samples, Q± can also be determined. 
If the autocorrelation coeficient /?m is approximately zero for all m̂ l, the model is simplified considerably and a simple exponen­
tially weighted predictor may be used. This assumption implies that 
the autocovariance of the stationary series does not extend beyond a 
lag of one unit of time, or, one sampling interval. The model can then 
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b e r e p r e s e n t e d a s 
X ( t ) - | m ( t ) + a [ X ( t - l ) - K ( t - l ) ] + v t + € t 
w h e r e 
Vt m a r a n d o m v a r i a b l e s t a t i s t i c a l l y i n d e p e n d e n t o f t a n d 
2 2 
n o r m a l l y d i s t r i b u t e d w i t h z e r o m e a n a n d v a r i a n c e 0£<r . 
T h e v a l u e o f cL c a n b e d e t e r m i n e d w i t h t h e h e l p o f t h e a s s u m p t i o n 
o f t h e s t a t i s t i c a l I n d e p e n d e n c e o f Vt a n d t , o r 
E [ Vt H + l ] - 0 • 
C o n s i d e r a p r o c e s s w i t h pu(t) - 0 f o r a l l t , P± • p , a n d / ° m * 0 f o r 
a l l m > l . F r o m t h e m o d e l d e s c r i b e d a b o v e 
E [ ^ t V t + 1 ] » E [ ( X t - CLXt^) ( X t + 1 - d X t ) l 
- E ( X t X t + 1 ) - CLV ( X t ) + c t 2 E ( X t X , . . ! ) 
- ( l + a 2 ) p v ( x t ) - a v ( x t ) 
- v ( x t ) [p(i+ct2) - a ] 
2 
T h i s e x p e c t a t i o n i s z e r o , i f a n d o n l y i f p(l+ a ) - cL « 0 , 
2 / ° 
( 0 < / ° * 0 . 5 ) 
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T H E VARIANCE OF ( ^ T + , (©£ C + > AS WELL AS THE WITHIN 
SAMPLE VARIANCE, C , CAN BE ESTIMATED BY THE ANALYSIS OF VARIANCE OF 
THE PAST DATA. HENCE, THE PARAMETER, 6^, IS EASILY DETERMINABLE. 
BOX AND JENKINS (8) CONSIDER THE PROBLEM OF ADAPTIVE OPTIMIZATION 
AND QUALITY CONTROL OF CONTINUOUS PROCESSES. IT IS OFTEN NECESSARY TO 
ADJUST SOME VARIABLE INPUT, SUCH AS THE CONCENTRATION OF CONSECUTIVE 
BATCHES OF A PRODUCT, TO KEEP THE OUTPUT CLOSE TO A SPECIFIED TARGET 
VALUE. T H I S IS SHOWN TO BE A PROBLEM OF PREDICTION, AND THE PAPER IS 
DEVOTED MAINLY TO THE ESTIMATION FROM PAST DATA OF THE "BEST" ADJUST­
MENTS TO BE APPLIED. HISTORICAL DATA IN THE FORM OF A NON-STATIONARY 
STOCHASTIC, DISCRETE TIME-SERIES ARE CONSIDERED AND AFTER DISCUSSING 
THE OPTIMAL PREDICTORS THEY CONCLUDE THAT THE THEORETICAL APPROACHES 
WOULD BE EXTREMELY DIFFICULT TO APPLY IN PRACTICE. THE FOLLOWING MODEL 
IS PROPOSED TO BE ADEQUATE FOR MANY PRACTICAL PURPOSES. 
LET THE TIME PERIODS BE DENOTED BY THE SUBSCRIPTS 0, 1, 2, . . , 
P, P+1, . . . 
A = THE DIFFERENCE OPERATOR OF THE FUNCTION F ( P ) , I.E., 
F(P) - F ( P - L ) . 
ZP • PREDICTED RESPONSE AT PERIOD P. 
E P = ERROR AT PERIOD P • (ACTUAL RESPONSE-PREDICTED RESPONSE) 
AT PERIOD P. 
~Y„1 « FIRST DIFFERENCE PARAMETER. 
*y0 m PROPORTIONAL PARAMETER. 
If I = CUMULATIVE PARAMETER, EQUIVALENT TO INTEGRATION FOR A 
CONTINUOUS TIME SERIES. 
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T h e n t h e p r e d i c t e d c h a n g e i n t h e r e s p o n s e , AZ p + i > i s g i v e n b y 
P ^ * p i 
T h e u s e f u l n e s s o f t h i s e q u a t i o n i s s u g g e s t e d b y t h e f a c t t h a t t h e e x ­
p o n e n t i a l l y w e i g h t e d p r e d i c t o r i s a s p e c i a l c a s e o f t h i s e q u a t i o n w i t h 
t h e p r o p o r t i o n a l t e r m o n l y . 
o r > z p + l " z p 
o p 
o r , 'p+1 
- y 0 ( x p - y 
> o X p + < 1 - > o > z p 
I n t h e w r i t e r ' s o p i n i o n , t h e d e v e l o p m e n t o f t h e M o d e l I I I h a s 
n o t , a s y e t , r e c e i v e d t h e a t t e n t i o n i t d e s e r v e s . T h e p r e s e n t t h e o r y 
o f s t o c h a s t i c p r o c e s s e s s h o u l d b e e x t e n d e d t o u n i f y a n d f u r t h e r d e v e l o p 
t h e d e s i g n o f c o n t r o l c h a r t p r o c e d u r e s f r o m t h e v i e w p o i n t o f t h i s m o d e l . 
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CHAPTER V I 
MODEL I V 
X ( t ) - | JL<t ) + 6 t 
w h e r e X ( t ) * a n e s t i m a t e o f t h e p r o c e s s m e a n , \±(t\ b a s e d o n n o b ­
s e r v a t i o n s a t t i m e t . 
j X ( t ) » a n e s t i m a t e d o r known f u n c t i o n o f t i m e a c c o r d i n g t o 
w h i c h t h e p r o c e s s m e a n b e h a v e s . 
£ t - r a n d o m v a r i a t i o n i n h e r e n t i n t h e p r o d u c t i o n p r o c e s s 
a n d t h e m e a s u r e m e n t s y s t e m . I t i s a s s u m e d t o b e s t a t i s t i c a l l y i n d e ­
p e n d e n t o f t a n d n o r m a l l y d i s t r i b u t e d w i t h z e r o m e a n a n d v a r i a n c e 
0 2 c r 2 / n . 
1 * 0 < 1 + S , when t h e p r o c e s s i s i n c o n t r o l . 
1 + 5 < 0 , when t h e p r o c e s s i s o u t o f c o n t r o l . 
S * 0 . 
M o d e l I V r e p r e s e n t s o n l y t h o s e p r o c e s s e s i n w h i c h t h e r a n d o m 
v a r i a t i o n f r o m i t e m t o i t e m i s o f p r i m a r y i m p o r t a n c e . T h e i n - c o n t r o l 
a n d o u t - o f - c o n t r o l s t a t e s o f t h e p r o c e s s a r e d i s t i n g u i s h e d b y t h e m a g -
n i t u d e o f t h e v a r i a n c e o f t h e r a n d o m v a r i a t i o n d e n o t e d b y ( 0 T ) . 
When t h e p r o c e s s i s i n c o n t r o l , t h e s t a n d a r d d e v i a t i o n o f t h e r a n d o m 
v a r i a t i o n o f t h e p r o c e s s may f l u c t u a t e b e t w e e n <r a n d ( 1 + S ) c r . w h e n 
0 a s s u m e s a v a l u e g r e a t e r t h a n ( 1 + 8 ) , t h e s t a n d a r d d e v i a t i o n o f t h e 
p r o c e s s i n c r e a s e s t o a v a l u e g r e a t e r t h a n ( 1 + 6 ) v a n d t h e p r o c e s s i s 
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A S S U M E D T O H A V E GONE OUT O F C O N T R O L . T H E E X P L I C I T S T A T E M E N T O F & S E T S 
T H E U P P E R B O U N D A R Y T O T H E P E R M I S S I B L E F L U C T U A T I O N O F THE P R O C E S S S T A N D ­
A R D D E V I A T I O N . 
T H E A P P L I C A T I O N O F T H I S MODEL A L O N E FOR T H E C O N T R O L O F A P R O C E S S 
I S R E L A T I V E L Y R A R E . I N P R A C T I C E , U S U A L L Y , B O T H T H E P R O C E S S M E A N AND 
T H E V A R I A B I L I T Y A R E C O N T R O L L E D . A N I L L U S T R A T I O N O F C O N T R O L L I N G O N L Y 
T H E V A R I A B I L I T Y O F M A N U F A C T U R E D I T E M S M A Y P E R T A I N T O T H E M A N U F A C T U R E O F 
G U N S I G H T S . F I N I S H E D G U N S I G H T S A R E O F T E N T E S T E D O N L Y FOR V A R I A B I L I T Y T O 
A T T A I N T H E N E C E S S A R Y A C C U R A C Y I N U S E . A N O T H E R E X A M P L E I S T H E M U Z Z L E 
V E L O C I T Y O F A R T I L L E R Y P R O J E C T I L E S . T H E V A R I A B I L I T Y I N T H I S C H A R A C T E R ­
I S T I C I S O F P R I M E I M P O R T A N C E , W H E R E A S V A R I A T I O N I N T H E MEAN L E V E L C A N 
B E C O M P E N S A T E D I N U S I N G T H E P R O J E C T I L E S . 
T H E R E A R E V A R I O U S C O N V E N T I O N A L T O O L S FOR T H E D E S I G N O F C O N T R O L 
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C H A R T S FOR C O N T R O L L I N G T H E P R O C E S S V A R I A B I L I T Y . T H E C R - C H A R T , S - C H A R T , 
A N D THE R - C H A R T A R E T H E M O S T I M P O R T A N T . WHEN U S I N G T H E 0 ~ - C H A R T , T H E 
A V E R A G E CR O B T A I N E D FROM T H E P A S T D A T A I S U S E D I N C O N J U N C T I O N W I T H 
FORMULAS D E S I G N E D T O G I V E T H R E E - S I G M A CONTROL L I M I T S . S I N C E <r I S N O T 
N O R M A L L Y D I S T R I B U T E D , T H E E X A C T cL R I S K A S S O C I A T E D W I T H T H I S C O N T R O L 
CHART I S D I F F I C U L T T O A S C E R T A I N . T O A V O I D T H E A B O V E - M E N T I O N E D D I F F I -
2 2 
C U L T Y , T H E S - C H A R T I S O F T E N U S E D A S A S U B S T I T U T E . T H E Q U A N T I T Y S I S 
AN U N B I A S E D E S T I M A T E O F T H E P O P U L A T I O N V A R I A N C E , A N D T H E P R O B A B I L I T Y 
L I M I T S FOR I T C A N B E R E A D I L Y D E R I V E D FROM T H E C H I - S Q U A R E D I S T R I B U T I O N . 
T H E M O S T P O P U L A R A N D W I D E L Y U S E D CHART FOR C O N T R O L L I N G T H E P R O C ­
E S S V A R I A B I L I T Y I F T H E R A N G E C H A R T , OR T H E R C H A R T . T H E R E A S O N FOR I T S 
P O P U L A R I T Y I S T H E E X T R E M E S I M P L I C I T Y I N THE C O M P U T A T I O N O F T H E R A N G E 
FROM A S A M P L E S E T O F D » T A , P A T N A I K (42) SHOWED THAT T H E S Q U A R E O F T H E 
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a v e r a g e r a n g e h a s a d i s t r i b u t i o n t h a t i s a p p r o x i m a t e l y o f t h e f o r m o f a 
C h l - S q u a r e d i s t r i b u t i o n . H e h a s w o r k e d o u t t h e c o n v e r s i o n f a c t o r s d 2 
a n d t h e e q u i v a l e n t d e g r e e s o f f r e e d o m a s s o c i a t e d w i t h t h e r a n g e e s t i m a ­
t o r f o r v a r i o u s v a l u e s o f t h e n u m b e r a n d t h e s i z e o f t h e s a m p l e s u s e d 
i n d e t e r m i n i n g R . T h e s i g n i f i c a n c e o f t h i s w o r k i s t h a t i n a n y a n a l y s i s 
i n v o l v i n g s , t h e e s t i m a t o r s c a n b e r e p l a c e d b y t h e m o r e r e a d i l y c o m -
p u t e d R / d 2 . 
O n t h e b a s i s o f P e a r s o n ' s s t u d i e s ( 4 3 , 4 4 ) , t a b l e s h a v e b e e n 
e s t a b l i s h e d f o r d e t e r m i n i n g t h e t h r e e - s i g m a c o n t r o l l i m i t s f o r R 
c h a r t s . A l s o , t h e p r o b a b i l i t y o f o b t a i n i n g v a l u e s o f R/<7" l e s s t h a n 
s p e c i f i e d v a l u e s h a v e b e e n c o m p u t e d a n d t a b u l a t e d f o r v a r i o u s s a m p l e 
s i z e s b y P e a r s o n ( 4 3 ) . O n t h e b a s i s o f t h e s e t a b l e s , S c h e f f e ( 4 7 ) a n d 
D u n c a n ( 1 3 ) g i v e t h e o p e r a t i n g c h a r a c t e r i s t i c c u r v e s f o r t h e r a n g e 
c h a r t . S c h e f f e e m p l o y s B c r R l i m i t s w h i l e D u n c a n h a s s t u d i e d o n l y 
3 c r R l i m i t s . 
H o w e l l ( 2 4 ) h a s e v a l u a t e d t h e c o n t r o l c h a r t w h i c h c a l l s f o r 
p l o t t i n g t h e l a r g e s t a n d t h e s m a l l e s t o b s e r v a t i o n s a s a d e v i c e f o r d e ­
t e c t i n g a n i n c r e a s e i n t h e r a n d o m i t e m t o i t e m v a r i a t i o n . F o r s a m p l e s 
o f s i z e t h r e e a n d f i v e , t h e a v e r a g e n u m b e r o f s a m p l e s r e q u i r e d t o 
d e t e c t a l a c k o f c o n t r o l w i t h p r o b a b i l i t y 0 . 9 9 a r e g i v e n f o r v a l u e s o f 
0 f r o m o n e t o t w o . T h i s e v a l u a t i o n i n d i c a t e s t h a t t h e c h a r t f o r t h e 
l a r g e s t a n d t h e s m a l l e s t v a l u e s r e q u i r e s f e w e r s a m p l e s t h a n t h e R c h a r t 
a l o n e , b u t s o m e w h a t m o r e t h a n t h e X a n d R c h a r t s c o m b i n e d . W e i l e r ( 5 4 ) 
f o u n d t h a t t h e u s e o f r u n d e c i s i o n r u l e s , w h i c h w e r e f o u n d q u i t e e f ­
f e c t i v e i n c o n t r o l l i n g t h e p r o c e s s m e a n , a r e o f l i t t l e o r n o v a l u e i n 
c o n n e c t i o n w i t h R c h a r t s . 
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J o h n s o n a n d L e o n e (26 ) h a v e s u g g e s t e d t h e u s e o f c u m u l a t i v e s u m 
s c h e m e s f o r c o n t r o l l i n g t h e p r o c e s s v a r i a b i l i t y . T h e c u m u l a t i v e s u m 
s c h e m e i s s h o w n t o b e a n e x t e n s i o n o f t h e s e q u e n t i a l p r o b a b i l i t y r a t i o 
t e s t . T h e e q u a t i o n s f o r t h e a c c e p t a n c e b o u n d a r i e s f o r b o t h o n e - s i d e d 
a n d t w o - s i d e d t e s t s a r e d e r i v e d f r o m w h i c h t h e v a l u e s o f t h e n e c e s s a r y 
p a r a m e t e r s o f t h e c u m u l a t i v e s u m c h a r t a r e o b t a i n e d . 
P e a r s o n ( 4 4 ) h a s i n v e s t i g a t e d t h e m e r i t s o f t w o p o s s i b l e a p ­
p r o x i m a t i o n s t o t h e d i s t r i b u t i o n o f t h e s a m p l e r a n g e i n s a m p l e s o f s i z e 
n f r o m a n o r m a l p o p u l a t i o n , w i t h s t a n d a r d d e v i a t i o n e q u a l t o o n e . T h e 
d i s t r i b u t i o n i s a p p r o x i m a t e l y e i t h e r ( a ) c . ( C h i w i t h d e g r e e s o f 
f r e e d o m ) o r , a l t e r n a t i v e l y , ( b ) c \ ( C h i - s q u a r e w i t h Z ^ ' d e g r e e s o f 
f r e e d o m ) w h e r e c , c ' , Z ^ , z ^ ' d e p e n d o n n . P e a r s o n f i n d s t h a t ( a ) 
i s t h e b e t t e r a p p r o x i m a t i o n i f n i s l e s s t h a n t e n , o t h e r w i s e ( b ) i s 
b e t t e r . O n t h e b a s i s o f t h i s p a p e r , J o h n s o n a n d L e o n e (25) h a v e i n ­
v e s t i g a t e d t h e u s e o f s a m p l e r a n g e s i n c u m u l a t i v e s u m s c h e m e s . A p p r o x i ­
m a t i o n ( b ) l e a d s t o t h e s i m p l e r f o r m o f c u m u l a t i v e s u m s , u s i n g o n l y t h e 
s u m s o f t h e s a m p l e r a n g e s , w h i l e f o r ( a ) , t h e s u m s o f t h e s q u a r e s o f 
t h e s a m p l e r a n g e s m u s t b e c a l c u l a t e d . I n e i t h e r c a s e , a c u m u l a t i v e s u m 
c h a r t c a n b e c o n v e n i e n t l y c o n s t r u c t e d o n l y i f t h e s a m p l e s i z e i s c o n ­
s t a n t s i n c e c , c ' , 1^ ' d e p e n d o n n . T h e d i f f e r e n c e b e t w e e n t h e 
a c c u r a c i e s o f t h e t w o a p p r o x i m a t i o n s d o e s n o t a p p e a r t o b e s u f f i c i e n t l y 
g r e a t , c o m p a r e d w i t h t h e o t h e r s o u r c e s o f v a r i a t i o n l i k e l y t o b e e n ­
c o u n t e r e d i n a p p l y i n g t h e m e t h o d , t o w a r r a n t u s i n g t h e m o r e c o m p l i c a t e d 
t e c h n i q u e r e s u l t i n g f r o m u s i n g ( a ) . 
C o m p l e t e a n d e x h a u s t i v e t a b l e s h a v e b e e n p r e p a r e d b y J o h n s o n a n d 
L e o n e f o r d e t e r m i n i n g t h e d i m e n s i o n s o f t h e m a s k c o n s i d e r i n g t h e s c a l i n g 
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f a c t o r s a n d d i f f e r e n t l e v e l s o f <t a n d y9 . T h e c o n s t a n t s c , c 1 , z / ^ , 
Vyt a r e a l s o g i v e n f o r d i f f e r e n t s a m p l e s i z e s . F r o m a c o m p a r i s o n o f 
a v e r a g e r u n l e n g t h s b a s e d o n s t a n d a r d p r o c e d u r e a n d c u m u l a t i v e s u m 
s c h e m e , a l m o s t i d e n t i c a l c o n c l u s i o n s a r e d e r i v e d a s a r e o b t a i n e d f o r 
c o n t r o l l i n g t h e p r o c e s s m e a n . T h e c u m u l a t i v e s u m c h a r t s a r e s u p e r i o r 
w h e n 5 And4 d a r e s m a l l . 
T o c o n t r o l t h e v a r i a b i l i t y o f a p r o c e s s , M o d e l I V d e s c r i b e s t h e 
s t a t i s t i c a l p r o c e d u r e q u i t e r e a l i s t i c a l l y a n d t h e p a r a m e t e r s o f t h i s 
m o d e l c a n b e e s t i m a t e d q u i t e e a s i l y . A s t h i s m o d e l i s a d e q u a t e f o r a 
s t a t i s t i c a l d e s c r i p t i o n o f t h e v a r i a b i l i t y o f a p r o c e s s , t h e c o n v e n ­
t i o n a l c o n t r o l c h a r t p r o c e d u r e s a r e o f t e n s u f f i c i e n t . 
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C H A P T E R V I I 
M O D E L V 
M o d a l V p r o v i d e s f o r t h e f o r m a t i o n o f a g r o u p o f c o m p o s i t e 
m o d e l s b y c o m b i n i n g M o d e l I V w i t h M o d e l I , I I , o r I I I . 
I n t h e f i r s t t h r e e m o d e l s , t h e c o n t r o l p r o c e d u r e s p r e s u m e t h a t 
o n l y t h e p r o c e s s m e a n s h o u l d b e c o n t r o l l e d w h i l e i n M o d e l I V , o n l y t h e 
v a r i a b i l i t y o f t h e p r o c e s s h a s t o b e c o n t r o l l e d . U s u a l l y , h o w e v e r , t h e 
c o n t r o l o f b o t h t h e p r o c e s s m e a n a n d t h e p r o c e s s v a r i a b i l i t y a r e i m ­
p o r t a n t a s t h e t w o c h a r a c t e r i s t i c s s u p p l e m e n t e a c h o t h e r i n d e s c r i b i n g 
a p r o c e s s . T h e c o n t r o l c h a r t f o r e i t h e r t h e m e a n o r t h e v a r i a b i l i t y 
o f t h e p r o c e s s i s e l i m i n a t e d o n l y i f i t i s e s t a b l i s h e d b e y o n d r e a s o n ­
a b l e d o u b t t h a t t h e " s e r i o u s " v a r i a t i o n o f t h a t a s p e c t o f t h e p r o c e s s 
i s t o o r a r e o r o f t o o s m a l l a c o n s e q u e n c e t o w a r r a n t t h e u s e o f c o n t r o l 
c h a r t s . 
T h r e e s t u d i e s o f t h i s m o d e l r e f e r t o t h e c o m b i n a t i o n o f M o d e l s 
I a n d I V . D u n c a n ( 1 3 ) g i v e s t h e o p e r a t i n g c h a r a c t e r i s t i c c u r v e s f o r a n 
X c h a r t w h e n b o t h t h e p r o c e s s m e a n a n d t h e s t a n d a r d d e v i a t i o n v a r y . O n 
a f i g u r e w i t h k p l o t t e d v e r s u s 0 , D u n c a n g i v e s t h e c o n t o u r s f o r t h e 
l o c u s o f t h e c o m b i n a t i o n s o f ( k , 0 ) w h i c h g i v e p r o b a b i l i t i e s o f 0 . 5 
a n d 0 . 1 o f a c c e p t i n g t h e n u l l h y p o t h e s i s f o r s a m p l e s i z e s o f f i v e a n d 
t e n . T h e p r o c e d u r e f o r c o n s t r u c t i n g o t h e r c o n t o u r s w i t h d i f f e r e n t 
p r o b a b i l i t y v a l u e s i s a l s o g i v e n a l o n g w i t h a f e w c o m p u t e d v a l u e s o f 
t h e o p e r a t i n g c h a r a c t e r i s t i c f u n c t i o n . F r o m t h e c o n t o u r s d r a w n , i t i s 
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c o n c l u d e d t h a t t h e X c h a r t d o e s n o t g i v e m u c h p r o t e c t i o n a g a i n s t s h i f t s 
i n t h e p r o c e s s s t a n d a r d d e v i a t i o n a n d h e n c e R c h a r t s a r e n e c e s s a r y . 
M o r e o v e r , a s t h e a l l o w a b l e p r o b a b i l i t y o f t y p e I I e r r o r i s d e c r e a s e d , 
t h e X c h a r t g i v e s c o n s i d e r a b l y w o r s e p r o t e c t i o n . F u r t h e r m o r e , w i t h i n 
t h e r a n g e o f p r a c t i c a l a p p l i c a t i o n , t h e p r o t e c t i o n a g a i n s t c h a n g e s i n 
t h e p r o c e s s m e a n g e t s i n c r e a s i n g l y w o r s e a s t h e a l l o w a b l e p r o b a b i l i t y 
o f t y p e I I e r r o r i s d e c r e a s e d a n d t h e p r o c e s s s t a n d a r d d e v i a t i o n i n ­
c r e a s e d . 
P a g e (35 ) h a s c o n s i d e r e d t h e u s e o f a s i n g l e X c h a r t w i t h t w o 
s e t s o f c o n t r o l l i m i t s f o r c o n t r o l l i n g b o t h t h e p r o c e s s m e a n a n d t h e 
p r o c e s s v a r i a b i l i t y . I f t h e c h a n g e s i n t h e p r o c e s s s t a n d a r d d e v i a t i o n 
a r e r e l a t i v e l y r a r e , t h i s c h a r t c a n e l i m i n a t e t h e n e e d f o r t h e R c h a r t . 
T h e d e c i s i o n r u l e i s a s f o l l o w s : c h o o s e A , n; p l o t t h e m e a n s o f 
s a m p l e s o f s i z e n o n a c h a r t w i t h b o t h a c t i o n a n d w a r n i n g l i n e s ; t a k e 
a c t i o n i f (1) a n y p o i n t f a l l s o u t s i d e t h e a c t i o n l i n e s , o r ( i i ) "A. c o n ­
s e c u t i v e p o i n t s f a l l o u t s i d e t h e w a r n i n g l i n e s , o r ( i l l ) t w o o u t o f a n y 
s e t o f X c o n s e c u t i v e p o i n t s f a l l o u t s i d e t h e o p p o s i t e w a r n i n g l i n e s . 
T h i s s c h e m e c a n n o t b e v e r y s e n s i t i v e r e g a r d i n g t h e d e t e c t i o n o f a n y 
c h a n g e i n t h e p r o c e s s s t a n d a r d d e v i a t i o n a n d w i l l b e c o m e l e s s s e n s i t i v e 
w i t h i n c r e a s e o f t h e s a m p l e s i z e . M o r e o v e r , i t m a y o f t e n b e m i s l e a d i n g 
r e g a r d i n g t h e s u g g e s t i o n o f t h e a s s i g n a b l e c a u s e o f v a r i a t i o n . I f a 
p o i n t f a l l s o u t s i d e t h e a c t i o n l i n e d u e t o a c h a n g e i n <T, o r X c o n ­
s e c u t i v e p o i n t 8 f a l l o u t s i d e t h e s a m e w a r n i n g l i n e , i t w i l l g i v e t h e 
i m p r e s s i o n t h a t t h e p r o c e s s m e a n h a s c h a n g e d . P a g e h a s g i v e n t w o s h o r t 
t a b l e s o f t h e a v e r a g e r u n l e n g t h s f o r c h a n g e s i n t h e m e a n b y k c r u n i t s , 
w h e n cr l a c o n s t a n t , a n d f o r c h a n g e s i n <T f r o m c r ' t o 0 c r * , w h e n JJL i s 
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c o n s t a n t . T h e f i n a l c o n c l u s i o n f o r t h e r u l e s e e m s t o b e i n f a v o r o f 
u s i n g m o d e r a t e s a m p l e s i z e s . 
H o w e l l ( 2 4 ) h a s e v a l u a t e d t h e j o i n t v a r i a t i o n o f k a n d 0 f o r 
s a m p l e s i z e s o f t h r e e a n d f i v e . H e a d v o c a t e s t h e u s e o f c o n t r o l c h a r t s 
f o r t h e l a r g e s t a n d t h e s m a l l e s t v a l u e s i n t h e s a m p l e a n d t h e r e s u l t s 
o f h i s s t u d y i n d i c a t e o n l y a m o d e r a t e l o s s o f p o w e r i n u s i n g t h e s e 
c h a r t s a s c o m p a r e d t o t h e c o n v e n t i o n a l X a n d R c h a r t s o v e r t h e c o m p l e t e 
r a n g e o f t h e v a l u e s o f k a n d 0 s t u d i e d . 
I n u s i n g M o d e l V , w h i c h p r o v i d e s f o r t h e c o m b i n a t i o n o f t w o 
m o d e l s , t h e d e s i g n o f t h e c o n t r o l c h a r t p r o c e d u r e w i l l b e p r i n c i p a l l y 
b a s e d o n t h e c o n s t i t u e n t m o d e l w h i c h d e s c r i b e s t h e i m p o r t a n t p r o c e s s 
c h a r a c t e r i s t i c . F o r i n s t a n c e , i f a c o m b i n a t i o n o f M o d e l I a n d M o d e l 
I V i s u s e d , a n d i f t h e v a r i a b i l i t y o f t h e p r o c e s s s e l d o m g o e s o u t o f 
c o n t r o l , t h e c o m p o s i t e c o n t r o l c h a r t d e s i g n w i l l d e p e n d o n t h e o p t i m a l 
c o n t r o l c h a r t p a r a m e t e r s s u g g e s t e d b y M o d e l I . 
A l t h o u g h s o m e w o r k h a s b e e n d o n e , f u r t h e r r e s e a r c h n e e d s t o b e 
d i r e c t e d i n f o r m u l a t i n g M o d e l I V d e s i g n s t o s a t i s f y t h e c r i t e r i o n o f 
o p t i m a l i t y o f b o t h t h e c o n s t i t u e n t m o d e l s w h e n t h e c o n t r o l o f t h e p r o c ­
e s s m e a n a n d t h e p r o c e s s s t a n d a r d d e v i a t i o n a r e e q u a l l y i m p o r t a n t . 
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C H A P T E R V I I I 
M O D E L V I 
M o d e l V I p r o v i d e s f o r v a r i a t i o n s I n M o d e l s I t h r o u g h V I n r e g a r d s 
t o t h e a s s u m p t i o n s a b o u t t h e d i s t r i b u t i o n f u n c t i o n s o f t h e r a n d o m v a r i a ­
b l e s i n v o l v e d i n t h e s e m o d e l s . I n t h e f i r s t f i v e m o d e l s , t h e r a n d o m 
v a r i a b l e s a r e a s s u m e d t o b e n o r m a l l y d i s t r i b u t e d . 
T h e a s s u m p t i o n o f n o r m a l i t y , a c c o r d i n g t o t h e C e n t r a l L i m i t 
T h e o r e m , i s u s u a l l y v a l i d f o r t h e r a n d o m v a r i a t i o n <£ t p r o v i d e d t h e 
o b s e r v a t i o n s c o m p r i s i n g a s a m p l e a r e i n d e p e n d e n t , a n d t h e n u m b e r o f 
o b s e r v a t i o n s i s g r e a t e r t h a n f o u r o r f i v e . F o r t h e d i s t r i b u t i o n o f 
0 J T > h o w e v e r , t h e a s s u m p t i o n o f n o r m a l i t y i s m e r e l y o n e o f c o n v e n i e n c e 
a n d l o g i c . D u e t o t h e m u l t i p l i c i t y o f c a u s e s t h a t m a y g e n e r a t e c o t , a 
n o r m a l d i s t r i b u t i o n m a y v e r y w e l l d e s c r i b e t h e r a n d o m v a r i a t e . I f t h e 
p a s t d a t a f i t a s i g n i f i c a n t l y d i f f e r e n t d i s t r i b u t i o n b e t t e r , t h e a s s u m p ­
t i o n o f n o r m a l i t y s h o u l d b e d i s c a r d e d . 
B u r r o w s ( 9 ) , G a y e n ( 2 0 ) , a n d G e p h a r t ( 2 1 ) h a v e e x a m i n e d t h e b e ­
h a v i o r o f c o n t r o l s c h e m e s w h e n t h e p r o d u c t i o n v a r i a b l e h a s a n o n - n o r m a l 
d i s t r i b u t i o n . T h e s t u d i e s o f B u r r o w s a n d G e p h a r t a r e p a r t i c u l a r l y 
i m p o r t a n t f r o m t h e q u a l i t y c o n t r o l v i e w p o i n t . B u r r o w s ( 9 ) e v a l u a t e s 
t h e a v e r a g e r u n l e n g t h s o f X c o n t r o l s c h e m e s f o r c e r t a i n a s y m m e t r i c 
d i s t r i b u t i o n s . H e t h e n c o m p a r e s t h e s e a v e r a g e r u n l e n g t h s w i t h t h o s e 
b a s e d o n n o r m a l d i s t r i b u t i o n s . F r o m t h e c o m p a r i s o n , h e c o n c l u d e s t h a t 
q u i t e m o d e r a t e s k e w n e s s i n t h e p a r e n t d i s t r i b u t i o n c a n l e a d t o s i z e a b l e 
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d i f f e r e n c e s i n t h e p e r f o r m a n c e o f a q u a l i t y c o n t r o l s c h e m e . T o p r o v e 
i t o n a t h e o r e t i c a l b a s i s , h e s h o w s t h a t t h e r ' t h c u m u l a n t o f t h e d i s -
r - 1 
t r i b u t i o n o f t h e m e a n o f a s a m p l e o f s i z e n i s a f r a c t i o n 1 / n o f t h e 
r ' t h c u m u l a n t o f t h e p a r e n t d i s t r i b u t i o n . H e n c e , i f a n d ~ / 2 a r e 
t h e s t a n d a r d i z e d c u m u l a n t s f o r t h e s k e w n e s s a n d k u r t o s i s m e a s u r e m e n t s 
o f t h e p a r e n t d i s t r i b u t i o n , t h o s e o f t h e d i s t r i b u t i o n o f t h e s a m p l e m e a n 
a r e g i v e n b y 
K3 K 3 > L 
a n d 7 2 • ^-z " — 3 - " — » w h a r e - r ' t h c u m u l a n t 
K n K 2 n n 
T h u s , f o r s a m p l e s o f s i z e 4 , t h e s k e w n e s s o f t h e m e a n i s o n e - h a l f t h a t 
o f t h e p a r e n t p o p u l a t i o n a n d h e n c e , f o r s m a l l s a m p l e s i z e s , t h e e f f e c t 
o f s k e w n e s s i n t h e p a r e n t p o p u l a t i o n o n t h e s k e w n e s s o f t h e d i s t r i b u t i o n 
o f t h e s a m p l e m e a n s i s f a i r l y l a r g e . 
G e p h a r t ( 2 1 ) h a s s t u d i e d t h e e f f e c t s o f n o n - n o r m a l i t y o n t h e 
s a m p l i n g d i s t r i b u t i o n o f t h e r a n g e . T h i r t e e n d i f f e r e n t p a r e n t p o p u l a ­
t i o n s w i t h v a r y i n g d e g r e e s o f s k e w n e s s a n d k u r t o s i s w e r e s t u d i e d b y 
d r a w i n g 2 , 0 0 0 r a n d o m s a m p l e s o f s i z e s 3 , 5 , 7 , a n d 1 0 , f r o m e a c h o f t h e 
1 3 p o p u l a t i o n s . T h e s a m p l i n g d i s t r i b u t i o n s o f t h e r e l a t i v e r a n g e , R / c r , 
a n d t h e m o m e n t c o n s t a n t s o f t h e 1 3 p o p u l a t i o n s a r e c o m p a r e d w i t h t h e 
t h e o r e t i c a l v a l u e s f o r t h e s t a n d a r d i z e d n o r m a l p o p u l a t i o n . F r o m t h i s 
c o m p a r i s o n , i t i s c o n c l u d e d t h a t i f t h e c o n t r o l c h a r t c o n s t a n t s f o r t h e 
n o r m a l c u r v e a r e u s e d w h e n t h e p o p u l a t i o n i s a c t u a l l y n o n - n o r m a l , t h e 
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t e n d e n c y l a t o p r o d u c e t i g h t c o n t r o l l i m i t s , o r t o i n c r e a s e c L . T h e 
f i n d i n g s a l s o i m p l y t h a t t h e i n c r e a s e i n t h e p r o b a b i l i t y o f a t y p e I 
e r r o r , cL , w o u l d n o t b e c o n s i d e r e d o b j e c t i o n a b l e e v e n f o r c o n s i d e r a b l y 
h i g h v a l u e s o f s k e w n e s s a n d k u r t o s i s a s c o m p a r e d t o t h e n o r m a l d i s t r i ­
b u t i o n v a l u e s . 
C o w d e n ( 1 1 ) s u g g e s t s s e v e r a l m e t h o d s f o r e s t a b l i s h i n g c o n t r o l 
c h a r t s f o r n o n - n o r m a l d i s t r i b u t i o n s . I f t h e s a m p l e s i z e i s i n c r e a s e d , 
t h e s k e w n e s s a n d t h e d i s p e r s i o n o f t h e s a m p l e m e a n s a r e r e d u c e d a n d 
t h e d i s t r i b u t i o n o f t h e s a m p l e m e a n s a p p r o x i m a t e s a n o r m a l d i s t r i b u t i o n 
m o r e c l o s e l y . A s i m p l e m e t h o d o f o b t a i n i n g n o n s y m m e t r i c a l c o n t r o l 
l i m i t s i s b a s e d o n t h e a r b i t r a r y a s s u m p t i o n t h a t t h e n o n s y m m e t r i c a l 
d i s t r i b u t i o n c o n s i s t s o f t h e l e f t s i d e o f a n o r m a l d i s t r i b u t i o n a n d t h e 
r i g h t s i d e o f a n o t h e r n o r m a l d i s t r i b u t i o n , e a c h d i s t r i b u t i o n h a v i n g t h e 
s a m e m o d e a n d m e a n b u t a d i f f e r e n t s t a n d a r d d e v i a t i o n . T h i s m e t h o d i s 
k n o w n a s t h e s p l i t d i s t r i b u t i o n m e t h o d . 
S o m e t i m e s c o n t r o l c h a r t s f o r m e a n s w i t h n o n s y m m e t r i c a l c o n t r o l 
l i m i t s c a n b e b a s e d o n t h e o r e t i c a l d i s t r i b u t i o n s o n t h e a s s u m p t i o n t h a t 
t h e p o p u l a t i o n c o n f o r m s t o a s p e c i f i e d t y p e o f c u r v e s u c h a s G r a m -
C h a r l i e r o r F e a r s o n i a n T y p e I I I c u r v e . T h e c o n t r o l l i m i t s c a n b e 
e s t a b l i s h e d w i t h t h e h e l p o f s e l e c t e d p r o b a b i l i t y p o i n t s w h i c h a r e 
g i v e n i n t a b l e s . S o m e t i m e s t h e d i f f i c u l t i e s p r e s e n t e d b y e x t r e m e 
a s y m m e t r y c a n b e o v e r c o m e b y l o g a r i t h m i c o r s o m e o t h e r t r a n s f o r m a t i o n 
o f t h e q u a l i t y c o n t r o l d a t a . A l t h o u g h t h i s p r o c e d u r e i n v o l v e s t h e c o m ­
p l e x i t i e s o f t r a n s f o r m a t i o n o f t h e d a t a , o n c e t h e f u n c t i o n i s e s t a b ­
l i s h e d , t h e p r o c e d u r e i s I d e n t i c a l a s f o r c o n v e n t i o n a l c h a r t s . 
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No i n v e s t i g a t i o n h a s a s y e t b e e n d i r e c t e d t o w a r d s e s t a b l i s h i n g 
t h e v a l i d i t y o f u s i n g c u m u l a t i v e sum s c h e m e s f o r n o n - n o r m a l p o p u l a t i o n s . 
C u m u l a t i v e sum c h a r t s may b e a p p r o p r i a t e f o r a s y m m e t r i c d a t a , a s t h e 
c u m u l a t i o n s o f s a m p l e m e a n s w i l l p r o g r e s s i v e l y r e d u c e t h e s k e w n e s s a n d 
t h e d i s p e r s i o n o f t h e p l o t t e d p o i n t s due t o t h e i n c r e a s e i n t h e s i z e 
o f t h e c u m u l a t i v e s a m p l e . 
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CHAPTER I X 
CONCLUSIONS AND RECOMMENDATIONS 
T h e t a s k o f s e l e c t i n g a n o p t i m a l q u a l i t y c o n t r o l p r o c e d u r e f o r 
a p r o c e s s w o u l d b e s i m p l e i f a s e t o f s e l e c t i o n r u l e s , b a s e d o n t h e 
r e l e v a n t p r o c e s s c h a r a c t e r i s t i c s , c o u l d b e d e f i n e d . I n v i e w o f t h e 
w i d e d i v e r s i t y o f p r o c e s s e s a n d t h e l i m i t e d g r o w t h o f t h e o p t i m i z i n g 
t e c h n i q u e s o f q u a l i t y c o n t r o l p r o c e d u r e s , s u c h a s e t o f r u l e s c a n n o t 
b e d e r i v e d a t p r e s e n t . T h e q u a l i t y c o n t r o l e n g i n e e r m u s t e x e r c i s e h i s 
j u d g m e n t i n t h e s e l e c t i o n o f t h e c o n t r o l c h a r t p l a n , a n d p o s s i b l y m o d i f y 
t h e p l a n , t o t a k e i n t o a c c o u n t t h e p e c u l i a r i t i e s o f t h e p r o c e s s h e i s 
s t r i v i n g t o c o n t r o l . T h e c h i e f o b j e c t i v e o f s u c h a s e l e c t i o n p r o c e d u r e 
i s t h e m i n i m i z a t i o n o f t h e l o n g r u n a v e r a g e n e t q u a l i t y l o s s e s o f t h e 
p r o c e s s . 
C h o i c e o f a M o d e l 
A c o m p r e h e n s i v e s e t o f s i x p r o c e s s q u a l i t y m o d e l s h a s b e e n p r o ­
p o s e d i n o r d e r t o p r o v i d e g u i d e l i n e s f o r t h e c l a s s i f i c a t i o n o f d i f f e r e n t 
p r o c e s s e s f r o m t h e q u a l i t y c o n t r o l v i e w p o i n t . C o n s i d e r a b l e l o g i c a l 
r e a s o n i n g a n d s u b j e c t i v e j u d g m e n t m u s t b e e x e r c i s e d t o s e l e c t a m o d e l 
t o d e s c r i b e t h e s t a t i s t i c a l p r o p e r t i e s o f a p r o c e s s . T h e f o l l o w i n g 
s u g g e s t i o n s a r e made i n o r d e r t o a i d t h i s s e l e c t i o n . 
T h e f i r s t t h r e e m o d e l s a r e u s e d f o r c o n t r o l l i n g o n l y t h e p r o c e s s 
m e a n w h i l e M o d e l I V i s s e l e c t e d f o r c o n t r o l l i n g o n l y t h e n a t u r a l v a r i a ­
b i l i t y o f t h e p r o c e s s „ When b o t h t h e p r o c e s s m e a n a n d t h e p r o c e s s 
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v a r i a b i l i t y n e e d t o b e c o n t r o l l e d , o n e o f t h e f i r s t t h r e e m o d e l s c a n b e 
c o m b i n e d w i t h t h e f o u r t h m o d e l t o y i e l d M o d e l V . M o d e l V , t h e r e f o r e , 
i s n o t a n i n d e p e n d e n t m o d e l , b u t c o n s i s t s o f t h e v a r i o u s p o s s i b l e c o m ­
b i n a t i o n s a m o n g t h e f i r s t f o u r m o d e l s . H e n c e , w h e n t h e f i f t h m o d e l i s 
u s e d , t h e p a r e n t m o d e l s s h o u l d b e s t u d i e d t o y i e l d t h e o p t i m a l c o n t r o l 
c h a r t p r o c e d u r e . M o d e l V I s h o u l d b e u s e d f o r p r o c e s s e s w h e r e t h e r a n ­
d o m v a r i a b l e s i n t h e p r o c e s s a r e k n o w n t o b e n o n - n o r m a l . 
M o d e l I 
M o d e l I d e s c r i b e s a p r o c e s s w h o s e m e a n i s t o b e c o n t r o l l e d a n d 
w h i c h s a t i s f i e s e i t h e r o f t h e f o l l o w i n g c o n d i t i o n s . F i r s t , t h e p r o c e s s 
m e a n i s s u b j e c t t o r a n d o m f l u c t u a t i o n s f r o m t i m e t o t i m e a n d w h i l e t h e 
b e h a v i o r o f t h e f l u c t u a t i o n s i s u n k n o w n , t h e m a g n i t u d e o f a " s e r i o u s " 
s h i f t i n t h e p r o c e s s m e a n i s k n o w n . S e c o n d l y , t h i s m o d e l m a y b e u s e d 
f o r s i m p l i c i t y w h e r e t h e s i t u a t i o n d o e s n o t w a r r a n t t h e c o n s i d e r a t i o n 
o f t h e m o r e e l a b o r a t e M o d e l s I I a n d I I I . 
T h e l o c a t i o n a n d r e c t i f i c a t i o n o f t h e a s s i g n a b l e c a u s e s o f v a r i a ­
t i o n i n a M o d e l I p r o c e s s i s u s u a l l y d o n e m a n u a l l y a s o p p o s e d t o t h e 
c o n t i n u o u s a d j u s t m e n t s o f p r o c e s s e s p e r f o r m e d w i t h t h e h e l p o f f e e d b a c k 
l o o p s f o r w h i c h a m o r e p r e c i s e d e s c r i p t i o n o f t h e p r o c e s s b e h a v i o r i s 
n e c e s s a r y . A l t h o u g h t h e f i r s t m o d e l o f t e n l e a d s t o a c o m p a r a t i v e l y l o w 
p r e c i s i o n i n t h e p r e d i c t i o n o f t h e p r o c e s s b e h a v i o r , t h e s i m p l i c i t y a n d 
c o n v e n i e n c e o f u s e m a y o u t w e i g h i t s d i s a d v a n t a g e s . 
M o d e l I I 
M o d e l I I i s i d e n t i c a l t o t h e f i r s t m o d e l e x c e p t o n l y i n t h e 
a s s u m p t i o n o f t h e b e h a v i o r o f t h e p r o c e s s m e a n w h e n t h e p r o c e s s i s 
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r u n n i n g o u t o f c o n t r o l . I f t h e b e h a v i o r o f t h e p r o c e s s m e a n , i n b o t h 
o u t - o f - c o n t r o l a n d i n - c o n t r o l s t a t e s , c a n b e d e t e r m i n e d a n d i f t h e b e ­
h a v i o r i s a d e t e r m i n a b l e f u n c t i o n o f t i m e , t h e s e c o n d m o d e l s h o u l d b e 
u s e d . 
T h i s m o d e l i s s u i t a b l e f o r p r o c e s s e s w h i c h r e q u i r e p e r i o d i c 
m a i n t e n a n c e , f o r i n s t a n c e , p e r i o d i c s h a r p e n i n g o f t h e t o o l i n a m e t a l 
c u t t i n g o p e r a t i o n o r r e p l e n i s h i n g t h e s u p p l y o f a c a t a l y s t i n a c h e m i ­
c a l p r o c e s s . M o d e l I I i s a l s o a p p r o p r i a t e f o r p r o c e s s e s w h i c h u s e 
a u t o m a t i c c o n t r o l l i n g d e v i c e s b e c a u s e t h e c o n t r o l c h a r t f o r m s a p a r t 
o f t h e f e e d b a c k l o o p i n s i g n a l l i n g n o t o n l y w h e n t h e a d j u s t m e n t s a r e 
n e c e s s a r y , b u t a l s o t h e m a g n i t u d e o f t h e a d j u s t m e n t s . 
M o d e l I I I 
I n m a n y i n d u s t r i e s , t h e p r o c e s s b e h a v i o r c a n n o t b e r e p r e s e n t e d 
a s a d e t e r m i n i s t i c f u n c t i o n o f t i m e . T h e p r o c e s s m e a n b e h a v e s i n a 
r a n d o m m a n n e r r e g a r d i n g b o t h t h e m a g n i t u d e o f d e v i a t i o n s f r o m t h e 
t a r g e t v a l u e a n d i n t h e o c c u r r e n c e o f s u c h d e v i a t i o n s . T h e s u c c e s s i v e 
o b s e r v a t i o n s o f t h e p r o c e s s m e a n m a y f o r m a t i m e d e p e n d e n t s e r i e s o f 
o b s e r v a t i o n s a s d i s t i n c t f r o m t h e c o n v e n t i o n a l q u a l i t y c o n t r o l c o n c e p t 
o f a s e r i e s o f i n d e p e n d e n t o b s e r v a t i o n s . M o d e l I I I d e s c r i b e s s u c h a 
t i m e d e p e n d e n t , r a n d o m b e h a v i o r o f a p r o c e s s . 
M o d e l I V 
I f o n l y t h e r a n d o m v a r i a t i o n f r o m i t e m t o i t e m i s t o b e c o n ­
t r o l l e d , t h e p r o c e s s i s u n i q u e l y d e s c r i b e d b y M o d e l I V . T h e s e l e c t i o n 
o f t h i s m o d e l , t h e r e f o r e , d o e s n o t e n t a i l a n y s u b j e c t i v e j u d g m e n t e x ­
c e p t f o r t h e p r e l i m i n a r y d e c i s i o n t o c o n t r o l o n l y t h e p r o c e s s v a r i a b i l ­
i t y a n d t h e a s s u m p t i o n o f n o r m a l i t y o f t h e r a n d o m v a r i a b l e . 
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M o d e l V 
T h i s m o d e l r e p r e s e n t s t h e g r o u p o f c o m p o s i t e m o d e l s w h i c h c a n b e 
f o r m e d b y c o m b i n i n g M o d e l I V w i t h M o d e l s I t h r o u g h I I I . T h e t w o m o d e l s 
c o m p r i s i n g M o d e l V a r e s e l e c t e d b e f o r e h a n d o n t h e b a s i s o f t h e p r o c e s s 
c h a r a c t e r i s t i c s , a n d h e n c e t h e f o r m u l a t i o n o f M o d e l V d o e s n o t i n v o l v e 
a n y d i f f i c u l t s e l e c t i o n p r o c e d u r e . 
M o d e l V I 
W h e n t h e r a n d o m v a r i a b l e s i n o n e o f t h e f i r s t f i v e m o d e l s a r e 
k n o w n t o b e n o n - n o r m a l , t h i s m o d e l i s u s e d a s a m o d i f i c a t i o n o f t h e 
r e l e v a n t m o d e l . O f t e n , h o w e v e r , t h e n o n - n o r m a l i t y o f t h e d a t a i s 
i g n o r e d i f t h e l o s s i n p r e c i s i o n b y a p p l y i n g t h e c o n t r o l c h a r t p r o c e ­
d u r e s b a s e d o n n o r m a l d i s t r i b u t i o n i s n o t s i g n i f i c a n t . 
U s e o f M o d e l s 
M o d e l I 
I n M o d e l I , w h e r e a s h i f t o f k c r u n i t s i n t h e p r o c e s s m e a n i s 
c o n s i d e r e d s e r i o u s , t h e c o n s t a n t , k , i s t h e c o n t r o l l i n g f a c t o r i n t h e 
d e s i g n o f t h e o p t i m a l q u a l i t y c o n t r o l c h a r t p r o c e d u r e . F o u r d i f f e r e n t 
r a n g e s o f t h e v a l u e o f k w i l l b e c o n s i d e r e d f o r t h e p u r p o s e o f c o n t r o l 
c h a r t d e s i g n . 
k 0 . 5 . T h e u s e o f c o n t r o l c h a r t t o d e t e c t a s h i f t i n t h e 
p r o c e s s m e a n o f m a g n i t u d e l e s s t h a n 0 . 5 i s r e l a t i v e l y r a r e . I f t h e 
s p e c i f i c a t i o n l i m i t s a r e s u f f i c i e n t l y c l o s e w i t h r e s p e c t t o t h e p r o c e s s 
c a p a b i l i t y t o w a r r a n t s u c h t i g h t c o n t r o l l i m i t s , o n e s h o u l d c o n s i d e r 
r e d e s i g n i n g t h e p r o c e s s t o l e s s e n t h e p r o c e s s v a r i a b i l i t y . I f t h i s i s 
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n o t e c o n o m i c a l , 1 0 0 p e r c e n t i n s p e c t i o n m a y b e r e q u i r e d t o s u p p l e m e n t 
t h e c o n t r o l c h a r t . T h e c u m u l a t i v e s u m c h a r t i s t h e m o s t p o w e r f u l q u a l ­
i t y c o n t r o l t e s t t o d e t e c t a s h i f t i n t h e p r o c e s s m e a n o f m a g n i t u d e l e s s 
t h a n 0 . 5 o ~ . I f t h e s h i f t i s n o t s u s t a i n e d f o r a t l e a s t f o u r o r f i v e 
s a m p l i n g i n t e r v a l s , c o n t r o l c h a r t s w i t h w a r n i n g l i n e s m a y b e h e l p f u l . 
C o n v e n t i o n a l c o n t r o l c h a r t s w i l l b e s e l d o m p r a c t i c a l i n d e t e c t i n g s u c h 
s m a l l s h i f t s i n t h e p r o c e s s m e a n d u e t o t h e e x t r e m e l y l a r g e s a m p l e s i z e 
a n d t h e t i g h t c o n t r o l l i m i t s n e c e s s a r y . 
0 . 5 * k * 1 . 5 . T h e u s e o f c o n v e n t i o n a l s a m p l e s i z e s w i t h 3 -
s l g m a c o n t r o l l i m i t s i s o f l i t t l e v a l u e i n d e t e c t i n g a s i g n i f i c a n t s h i f t 
i n t h e p r o c e s s m e a n . U n d e r t h e s e c i r c u m s t a n c e s , o n e o f t h e f o l l o w i n g 
t h r e e a l t e r n a t i v e q u a l i t y c o n t r o l c h a r t p r o c e d u r e s m a y b e u s e d . T h e c o n 
d i t l o n s o f a p p l i c a b i l i t y o f e a c h p r o c e d u r e a r e s t a t e d a l o n g w i t h e a c h 
p r o c e d u r e . 
( 1 ) U s e c o n v e n t i o n a l c o n t r o l c h a r t s w i t h l a r g e s a m p l e s i z e s . 
S a m p l e s i z e s o f 8 t o 3 0 s h o u l d b e u s e d w i t h a l a r g e s a m p l i n g i n t e r v a l . 
I f t h e c o s t o f l o o k i n g f o r a s s i g n a b l e c a u s e s o f v a r i a t i o n i s l a r g e , 
c o m p a r a t i v e l y w i d e c o n t r o l l i m i t s ( 3 o r 3 . 5 s i g m a l i m i t s ) s h o u l d b e 
u s e d , w h i l e f o r l o w c o s t o f l o o k i n g f o r t r o u b l e , n a r r o w e r c o n t r o l 
l i m i t s ( 2 o r 2 . 5 s i g m a l i m i t s ) s h o u l d b e u s e d . T h e c o n v e n t i o n a l c o n t r o l 
c h a r t s s h o u l d b e a p p l i e d o n l y i f t h e f o l l o w i n g c o n d i t i o n s a r e s a t i s f i e d . 
F i r s t , t h e u n i t c o s t o f i n s p e c t i o n a n d c h a r t i n g i s r e l a t i v e l y s m a l l . 
S e c o n d l y , t h e l o s s d u e t o t h e p r o d u c t i o n o f a d e f e c t i v e i t e m i s c o m ­
p a r a t i v e l y s m a l l . T h i r d l y , t h e p r o d u c t i o n r a t e i s l o w a n d f o u r t h l y , a 
s i m p l e c o n t r o l c h a r t p r o c e d u r e i s r e q u i r e d . I f a n y o f t h e s e c o n d i t i o n s 
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I s v i o l a t e d , c o n v e n t i o n a l c o n t r o l c h a r t s s h o u l d b e d i s c a r d e d i n f a v o r 
o f e i t h e r o f t h e f o l l o w i n g t w o c h a r t s . 
( 1 1 ) U s e c u m u l a t i v e s u m c h a r t . I f t h e s h i f t i n t h e p r o c e s s 
m e a n i s s u d d e n a n d i s s u s t a i n e d f o r a t l e a s t t w o o r t h r e e s a m p l i n g 
i n t e r v a l s , c u s u m c h a r t s a r e a p p r o p r i a t e . T h e s e c h a r t s a r e o f g r e a t 
v a l u e , e s p e c i a l l y i f t h e c o m p l e x i t y o f c h a r t i n g i s n o t o b j e c t i o n a b l e 
a n d t h e u n i t c o s t o f i n s p e c t i o n i s c o m p a r a t i v e l y h i g h . W h e n a s h i f t 
i n t h e p r o c e s s m e a n o c c u r s , t h e c u m u l a t i v e s u m c h a r t w i l l g i v e a r a p i d 
i n d i c a t i o n o f t h e c h a n g e . T h e s a m p l e s i z e s h o u l d b e m o d e r a t e a n d c a n 
b e d e t e r m i n e d , a l o n g w i t h t h e s a m p l i n g f r e q u e n c y , f r o m t h e t a b l e s g i v e n 
b y P a g e ( 3 8 ) a n d J o h n s o n a n d L e o n e ( 2 6 ) . T h e v i s u a l d e t e c t i o n p o w e r o f 
t h e c u s u m c h a r t r e g a r d i n g t h e p o i n t o f i n i t i a t i o n o f t h e c h a n g e m a y b e 
v e r y h e l p f u l . T h e p r o d u c t i o n s u b s e q u e n t t o t h a t e s t i m a t e d p o i n t c a n b e 
f u l l y s c r e e n e d t o e l i m i n a t e t h e g r e a t e r n u m b e r o f d e f e c t i v e u n i t s p r o ­
d u c e d a f t e r t h e I n c e p t i o n o f t h e a s s i g n a b l e c a u s e . 
( i l l ) U s e c o n t r o l c h a r t s w i t h w a r n i n g l i n e s . S o m e t i m e s n e i t h e r 
o f t h e a b o v e s c h e m e s m a y b e a p p l i c a b l e ; f o r i n s t a n c e , i t m a y b e i m ­
p r a c t i c a l t o t a k e t h e l a r g e s a m p l e s a s s u g g e s t e d i n ( 1 ) a b o v e , a n d t h e 
s h i f t i n t h e p r o c e s s m e a n m a y n o t b e s u s t a i n e d a t o n e l e v e l l o n g e n o u g h 
f o r t h e e f f i c i e n t u s e o f c u s u m c h a r t s . I n s u c h a s i t u a t i o n , c o n t r o l 
c h a r t s w i t h w a r n i n g l i n e s s h o u l d b e u s e d . T h e u s e o f w a r n i n g l i n e s i n 
c o n j u n c t i o n w i t h c o n v e n t i o n a l c o n t r o l l i m i t s c a n e l i m i n a t e t h e n e e d f o r 
l a r g e s a m p l e s i z e s . V a r i o u s r u n r u l e s a r e g i v e n b y P a g e ( 3 5 ) a n d 
W e i l e r ( 5 3 , 5 4 ) a l o n g w i t h t h e n e c e s s a r y t a b l e s f o r d e t e r m i n i n g t h e 
c o n t r o l l i m i t s , t h e w a r n i n g l i n e l i m i t s , a n d t h e s a m p l e s i z e . C o n t r o l 
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c h a r t s w i t h w a r n i n g l i n e s a r e s u i t a b l e w h e n m o d e r a t e c o m p l e x i t y i n 
c h a r t i n g c a n b e t o l e r a t e d a n d t h e u n i t c o s t o f i n s p e c t i o n i s n o t t o o 
g r e a t . 
1 . 5 •< k * 2 . 5 . T h e s e l e c t i o n o f t h e c o n t r o l c h a r t p r o c e d u r e 
f o r d e t e c t i n g s h i f t s o f 1 . 5 < r t o 2 . 5 <r u n i t s i n t h e p r o c e s s m e a n d e p e n d s 
p r i m a r i l y o n t h e i m p o r t a n t e c o n o m i c f a c t o r s . T h e p o w e r s o f t h e t h r e e 
t e s t s — t h e c o n v e n t i o n a l c h a r t s , t h e c o n v e n t i o n a l c h a r t s w i t h w a r n i n g 
l i n e s a n d t h e c u m u l a t i v e s u m c h a r t s , a r e n o t m a r k e d l y d i f f e r e n t i n 
t h i s r a n g e . I f t h e t e s t s a r e i n e x p e n s i v e a n d s i m p l i c i t y o f c h a r t i n g 
p r o c e d u r e i s r e q u i r e d , c o n v e n t i o n a l c h a r t s s h o u l d b e u s e d . T h e s e l e c ­
t i o n o f t h e s a m p l e s i z e a n d t h e p l a c e m e n t o f c o n t r o l l i m i t s c a n b e 
d e r i v e d f r o m t h e t a b l e s g i v e n b y D u n c a n ( 1 2 ) a n d P a g e ( 3 3 ) . T h e o p t i m a l 
s a m p l e s i z e w i l l v a r y b e t w e e n 3 a n d 8 . I f v i s u a l e s t i m a t i o n o f t h e m a g ­
n i t u d e o f t h e c h a n g e a s w e l l a s t h e p o i n t o f i n i t i a t i o n o f t h e c h a n g e i s 
r e q u i r e d , c u m u l a t i v e s u m s c h e m e s w i l l b e m o r e v a l u a b l e . I f m o d e r a t e 
c o m p l e x i t y i n t h e c h a r t i n g p r o c e d u r e i s n o t o b j e c t i o n a b l e a n d o n l y s m a l l 
s a m p l e s c a n b e t a k e n , t h e r u n r u l e s a l o n g w i t h t h e c o n v e n t i o n a l c o n t r o l 
l i m i t s m a y b e u s e d . 
k ^ 2 . 5 . W h e n t h e d e t e c t i o n o f a s h i f t i n t h e p r o c e s s m e a n o f 
m o r e t h a n 2.5cr u n i t s i s i m p o r t a n t , t h e c o n v e n t i o n a l c o n t r o l c h a r t s a r e 
p r e f e r a b l e . T h e o p t i m a l s a m p l e s i z e w i l l b e b e l o w f i v e a n d h e n c e t h e r e 
i s v e r y l i t t l e d i s a d v a n t a g e a s s o c i a t e d w i t h t h e u s e o f s t a n d a r d c h a r t s . 
W h e n c o n v e n t i o n a l c h a r t s a r e u s e d f o r a n y v a l u e o f k , t h e f o l l o w ­
i n g r e c o m m e n d a t i o n s a r e s t a t e d b y D u n c a n ( 1 2 ) . T h e l o s s c a u s e d b y t h e 
p r o d u c t i o n o f a d e f e c t i v e i t e m h a s i t s d o m i n a n t e f f e c t o n t h e s a m p l i n g 
i n t e r v a l . I f t h e u n i t l o s s i s s m a l l , t h e s a m p l i n g i n t e r v a l s h o u l d b e 
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l a r g e , a n d v i c e v e r s a . A l a r g e c o s t o f l o o k i n g f o r a s s i g n a b l e c a u s e s o f 
v a r i a t i o n s u g g e s t s t h e u s e o f w i d e c o n t r o l l i m i t s . T h e u n i t c o s t o f 
i n s p e c t i o n a n d c h a r t i n g a f f e c t s a l l t h e t h r e e p a r a m e t e r s o f t h e c o n t r o l 
c h a r t — t h e s a m p l e s i z e , t h e s a m p l i n g f r e q u e n c y , a n d t h e p l a c e m e n t o f 
t h e c o n t r o l l i m i t s . F o r h i g h u n i t c o s t o f i n s p e c t i o n , t h e o p t i m u m 
d e s i g n c a l l s f o r t a k i n g s m a l l s a m p l e s , a t l a r g e i n t e r v a l s b e t w e e n 
s a m p l e s , a n d w i t h n a r r o w c o n t r o l l i m i t s * C o m p r e h e n s i v e t a b l e s a r e 
g i v e n b y D u n c a n f o r t h e s e l e c t i o n o f t h e o p t i m u m c o n t r o l c h a r t p a r a m ­
e t e r s f o r d i f f e r e n t p r o c e s s a n d c o s t p a r a m e t e r s . 
I t s h o u l d b e b o r n e i n m i n d t h a t n o s i n g l e r e c o m m e n d a t i o n r e g a r d ­
i n g t h e c h o i c e o f t h e s a m p l e s i z e , t h e f r e q u e n c y o f s a m p l i n g , a n d t h e 
p l a c e m e n t o f t h e c o n t r o l l i m i t s c a n b e o p t i m a l f o r d i f f e r e n t v a l u e s o f 
p r o c e s s o r e c o n o m i c c h a r a c t e r i s t i c s . F o r a p a r t i c u l a r s e t o f p a r a m e t e r 
v a l u e s , t h e o p t i m a l v a l u e s o f t h e c o n t r o l c h a r t p a r a m e t e r s c a n b e o b ­
t a i n e d b y a n a n a l y s i s o f t h e r e l e v a n t f a c t o r s . T h e a n a l y s i s s h o u l d b e 
p e r f o r m e d o n l y i n s u f f i c i e n t d e t a i l t o y i e l d t h e b e s t r e s u l t s r e g a r d ­
i n g b o t h t h e c o s t s o f a n a l y s i s a n d t h e m a r g i n a l s a v i n g s e x p e c t e d t h e r e ­
f r o m . 
M o d e l I I 
N o c o m p r e h e n s i v e s t u d y o f t h i s m o d e l h a s b e e n m a d e u p t o d a t e a n d 
h e n c e t h e r e i s a d e a r t h o f i n f o r m a t i o n o n w h i c h t h e d e s i g n o f c o n t r o l 
c h a r t p r o c e d u r e c o u l d b e b a s e d . I t i s d o u b t f u l i f t h e s t a n d a r d c o n t r o l 
c h a r t s a r e o f m u c h v a l u e i n t h i s m o d e l . 
W h e n t h e p r o c e s s g o e s o u t o f c o n t r o l , t h e b e h a v i o r o f t h e p r o c e s s 
m e a n w i l l b e s o m e w h a t r e f l e c t e d i n r u n s o f p l o t t e d p o i n t s a n d h e n c e , 
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r u n r u l e s n a y p e r h a p s b e v a l u a b l e . T h e a d v a n t a g e o f u s i n g r u n r u l e s 
m a y a l s o b e o b t a i n e d b y u s i n g e i t h e r a r i t h m e t i c m o v i n g a v e r a g e c h a r t s 
o r g e o m e t r i c m o v i n g a v e r a g e c h a r t s . T h e i n f o r m a t i o n f r o m m o r e t h a n o n e 
s a m p l e s h o u l d b e r e l a t i v e l y m o r e h e l p f u l i n d e t e c t i n g t h e p r e s e n t s t a t e 
o f t h e p r o c e s s . T h e w e i g h t s a s s i g n e d t o t h e s u c c e s s i v e o b s e r v a t i o n s 
c a n b e d e t e r m i n e d f r o m h i s t o r i c a l k n o w l e d g e o f t h e b e h a v i o r o f t h e 
p r o c e s s i n b o t h o u t - o f - c o n t r o l a n d i n - c o n t r o l s t a t e s . T h e s a m p l i n g 
i n t e r v a l s h o u l d b e s o c h o s e n a s t o i n s u r e t h a t a t l e a s t o n e s a m p l e i s 
t a k e n f r o m a n o u t - o f - c o n t r o l p r o c e s s b e f o r e i t s m e a n v a l u e h a s r e a c h e d 
t h e l e v e l w h e r e t h e p r o b a b i l i t y o f p r o d u c i n g a d e f e c t i v e u n i t b e c o m e s 
a p p r e c i a b l e . T h e s a m p l i n g i n t e r v a l w i l l d e p e n d o n t h e f u n c t i o n f ( t ) , 
t h e s p e c i f i c a t i o n l i m i t s a n d t h e p r o c e s s v a r i a b i l i t y . F o r a l i n e a r 
f ( t ) , a n e x a m p l e h a s b e e n s u g g e s t e d i n t h e i l l u s t r a t i o n o f t h e S e c o n d 
L e v e l o f S o p h i s t i c a t i o n i n C h a p t e r I I . 
C u m u l a t i v e s u m c h a r t s w i l l b e o f l i t t l e v a l u e i n c o n t r o l l i n g a 
M o d e l I I p r o c e s s . T r u a x ( 4 9 , 5 0 ) h a s f o u n d f r o m p r a c t i c a l e x p e r i e n c e 
t h a t c u s u m c h a r t s s h o u l d n o t b e u s e d w h e n t h e p r o c e s s m e a n " d r i f t s " 
g r a d u a l l y . C o n s i d e r a b l e r e s e a r c h n e e d s t o b e d o n e o n t h i s m o d e l t o 
e s t a b l i s h s o m e v a l i d c o n t r o l c h a r t p r o c e d u r e s . 
M o d e l I I I 
I n p r o c e s s e s w h i c h b e h a v e a c c o r d i n g t o M o d e l I I I , a n d w h e r e t h e 
u s e o f a c o n t r o l c h a r t i s j u s t i f i e d , t h e p r o c e s s p a r a m e t e r s , A a n d 
( © 2 - 9 ^ ) , i n f l u e n c e t h e d e s i g n o f t h e c o n t r o l c h a r t c o n s i d e r a b l y . T h e 
m a g n i t u d e o f t h e a s s i g n a b l e c a u s e t h a t i t i s i m p o r t a n t t o d e t e c t i s 
g i v e n b y ( 9 2 " 0 i ) a n d t h e a r r i v a l r a t e o f a s s i g n a b l e c a u s e s b y A • 
F o r l a r g e ( 9 2 - 9 ^ ) , t h e d i f f e r e n t i a t i o n b e t w e e n c h a n c e c a u s e s a n d 
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a s s i g n a b l e c a u s e s i s c o m p a r a t i v e l y e a s y . X , o n t h e o t h e r h a n d , i n ­
f l u e n c e s t h e s a m p l i n g i n t e r v a l ; t h e l a r g e r t h e r a t e o f a r r i v a l o f 
a s s i g n a b l e c a u s e s , t h e s h o r t e r s h o u l d b e t h e s a m p l i n g i n t e r v a l . 
W h e n a p r o c e s s b e h a v i n g a c c o r d i n g t o M o d e l I I I i s c o n s i d e r e d 
t o h a v e g o n e o u t o f c o n t r o l , o n e o f t w o g e n e r a l t y p e s o f a c t i o n s c a n 
b e t a k e n : e i t h e r a d j u s t t h e l e v e l o f o n e o r m o r e i n p u t v a r i a b l e s t o 
c o m p e n s a t e f o r t h e a p p a r e n t c h a n g e s i n t h e o u t p u t p a r a m e t e r s ; o r , 
i n v e s t i g a t e a n d , i f n e c e s s a r y , l o c a t e a n d r e m o v e t h e a s s i g n a b l e 
c a u s e . T h e f o r m e r s i t u a t i o n i s a p p l i c a b l e t o p r o c e s s e s u s i n g a u t o ­
m a t i c c o n t r o l l i n g d e v i c e s a n d w h e n t h e t i m e l a g b e t w e e n a n a d j u s t i n g 
a c t i o n a n d i t s r e s p o n s e i s v e r y s m a l l . M o r e o v e r , t h e a s s i g n a b l e c a u s e s 
s h o u l d b e s u c h t h a t a n a d j u s t m e n t i n a n i n p u t v a r i a b l e c a n b r i n g t h e 
p r o c e s s b a c k i n t o a s t a t e o f c o n t r o l . 
B a r i s h a n d H a u s e r ( 4 ) h a v e c o n d u c t e d a s t u d y i n t h e b e h a v i o r 
o f a p r o c e s s a s m e n t i o n e d a b o v e . T h e y c o n c l u d e t h a t , f o r s u c h a p r o c ­
e s s , t h e s t a n d a r d 3 - s i g m a c o n t r o l l i m i t s a r e o f l i t t l e v a l u e . I f 
(©2 - O p l a v e r y s m a l l , n a r r o w c o n t r o l l i m i t s , l i k e 1 - s i g m a l i m i t s , 
m a y b e u s e d b u t o t h e r w i s e , d e c i s i o n r u l e s w h i c h u s e i n f o r m a t i o n f r o m 
m o r e t h a n o n e s a m p l e , l i k e g e o m e t r i c m o v i n g a v e r a g e s o r r u n r u l e s w i l l 
b e o f g r e a t v a l u e . I n t h e o p i n i o n o f t h e w r i t e r , t h i s c o n c l u s i o n s h o u l d 
n o t b e v a l i d u n l e s s t h e s u c c e s s i v e o b s e r v a t i o n s a r e l a r g e l y a u t o c o r r e -
l a t e d a n d t h e a u t o r e g r e s s i o n e x t e n d s u p t o a l a r g e t i m e l a g . A c c o r d i n g 
t o B a r i s h a n d H a u s e r , t h e s a m p l e s i z e a n d t h e f r e q u e n c y o f s a m p l i n g 
s e e m t o b e h i g h l y d e p e n d e n t o n ( © 2 * ® i ) « B o t h t h e s a m p l i n g i n t e r v a l 
a n d t h e s a m p l e s i z e a r e l a r g e f o r s m a l l v a l u e s o f ( © 2 ~ ® \ ) > a n d a s 
(©2 ~ © i ) i n c r e a s e s , t h e e c o n o m i c s a m p l e s i z e d e c r e a s e s a n d t h e e c o n o m i c 
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s a m p l i n g I n t e r v a l s h o r t e n s . F r o m t h e t a b l e s g i v e n , i t a p p e a r s t h a t t h e 
e c o n o m i c s a m p l e s i z e i s a l w a y s b e l o w t h e c o n v e n t i o n a l s a m p l e s i z e o f 
f o u r o r f i v e . 
I n a u s u a l M o d e l I I I s i t u a t i o n , h o w e v e r , t h e a s s i g n a b l e c a u s e 
h a s t o b e l o c a t e d a n d r e m o v e d t o b r i n g t h e p r o c e s s b a c k i n t o c o n t r o l . 
S t a n d a r d c o n t r o l c h a r t s , e m p l o y i n g t h e u s u a l c o n s t a n t A 2 , s h o u l d n o t 
b e u s e d a s t h e y w i l l p r o v i d e t i g h t c o n t r o l l i m i t s . A r a n g e c h a r t m a y 
p o s s i b l y b e u s e d w h e r e t h e r a n g e i s t h e v a l u e o f t h e d i f f e r e n c e b e t w e e n 
s u c c e s s i v e o b s e r v e d p r o c e s s m e a n s . I f t h e s u c c e s s i v e o b s e r v a t i o n s a r e 
a u t o c o r r e l a t e d , t h e R - m a y d e n o t e t h e d i f f e r e n c e b e t w e e n o b s e r v e d 
p r o c e s s m e a n s m s a m p l i n g i n t e r v a l s a p a r t . C o n s i d e r a b l e r e s e a r c h h a s 
t o b e d o n e o n R - c h a r t s i n o r d e r t o e s t a b l i s h t h e i r v a l i d i t y . I f t h e 
s u c c e s s i v e o b s e r v a t i o n s o f t h e p r o c e s s m e a n a r e s i g n i f i c a n t l y a n d p o s i ­
t i v e l y a u t o c o r r e l a t e d , c u m u l a t i v e s u m c h a r t s m a y b e o f c o n s i d e r a b l e 
v a l u e . I f t h e o b s e r v a t i o n s a r e r e l a t i v e l y i n d e p e n d e n t o f o n e a n o t h e r , 
i t i s d o u b t f u l i f t h e u s e o f c u s u m c h a r t s w i l l l e a d t o q u i c k d e t e c t i o n 
o f a n a s s i g n a b l e c a u s e . F o r n e g a t i v e a u t o c o r r e l a t i o n , c u s u m c h a r t s 
s h o u l d n o t b e u s e d . F o r a u t o r e g r e s s i v e p r o c e s s e s , i f a m o v i n g s u m c h a r t 
i s u s e d , t h e s e t t i n g o f t h e c o n t r o l l i m i t s a n d t h e c e n t e r l i n e m a y b e 
b a s e d o n t h e t h e o r e m b y H o e f f d i n g a n d R o b b i n s ( 1 7 ) . T h i s t h e o r e m a n d 
i t s m o d i f i c a t i o n a r e s t a t e d s u b s e q u e n t l y o n p a g e 8 9 . T h e p l o t t e d 
m 
p o i n t s w i l l b e g i v e n b y ^ x^/Vn7, w h e r e n * r e p r e s e n t s t h e n u m b e r 
o f s a m p l i n g I n t e r v a l s c o n s i d e r e d f o r t h e m o v i n g s u m , a n d t h e c o n t r o l 
l i m i t s w i l l b e g i v e n b y 
i 
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w h e r e p^ i s t h e a u t o o o r r e l a t l o n c o e f f i c i e n t o f t i m e l a g 1 . A l t h o u g h 
i n t e r e s t i n M o d e l I I I h a s i n c r e a s e d i n t h e m o r e r e c e n t q u a l i t y c o n t r o l 
l i t e r a t u r e , c o n s i d e r a b l e r e s e a r c h h a s y e t t o b e p e r f o r m e d i n o r d e r t o 
e s t a b l i s h t h e v a l i d i t y a n d u s e f u l n e s s o f a n y e x i s t e n t o r p r o p o s e d c o n ­
t r o l c h a r t p r o c e d u r e . 
M o d e l I V 
T h i s i s t h e o n l y m o d e l t h a t d e s c r i b e s p r o c e s s e s w h o s e i t e m - t o -
i t e m v a r i a t i o n i s t o b e c o n t r o l l e d . T h e v a r i o u s p r o c e d u r e s , f o r 
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e x a m p l e t h e s c h a r t o r t h e R c h a r t , t o c o n t r o l s u c h a p r o c e s s h a v e 
b e e n m e n t i o n e d i n C h a p t e r V I . T h e r a n g e c h a r t s e e m s t o b e q u i t e a d e ­
q u a t e f o r t h e u s u a l p r o c e s s e s . T h e s l i g h t i n c r e a s e i n e f f i c i e n c y i n 
2 
u s i n g s c h a r t d o e s n o t o f t e n j u s t i f y t h e i n c r e a s e i n c o m p l e x i t y i n 
t h e c h a r t i n g t e c h n i q u e s . T h e e f f i c i e n c y o f t h e e s t i m a t e R / d 2 o f t h e 
p r o c e s s s t a n d a r d d e v i a t i o n d e c r e a s e s r a p i d l y a s t h e s a m p l e s i z e b e c o m e s 
l a r g e . F o r l a r g e s a m p l e s , t h e r e f o r e , t h e d a t a s h o u l d b e b r o k e n d o w n 
i n t o s u b - s a m p l e s , e a c h o f s i z e f o u r o r f i v e , f o r e a c h o f w h i c h t h e 
r a n g e i s c a l c u l a t e d . T h e s e r a n g e s a r e a v e r a g e d t o g i v e t h e R c h a r t . 
W h e n 8 i s s m a l l , c u m u l a t i v e s u m s c h e m e s m a y b e u s e d f o r i n c r e a s i n g 
t h e e f f i c i e n c y o f t h e c o n t r o l c h a r t p r o c e d u r e . T h e u s u a l v a l u e o f 8 , 
h o w e v e r , i s l a r g e e n o u g h t o r e n d e r t h e a d d e d c o m p l e x i t y o f u s i n g c u s u m 
c h a r t s u n n e c e s s a r y . 
I n t h e o p i n i o n o f t h e w r i t e r , t h e c o n v e n t i o n a l q u a l i t y c o n t r o l 
t o o l s a r e a d e q u a t e f o r c o n t r o l l i n g t h e p r o c e s s v a r i a b i l i t y . 
M o d e l V 
U s u a l l y t h e p r o c e s s m e a n a n d t h e p r o c e s s v a r i a b i l i t y a r e s t u d i e d 
t o g e t h e r b y t h e u s e o f c o n v e n t i o n a l X a n d R c h a r t s a n d s e l d o m o n l y o n e 
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a s p e c t o f t h e p r o c e s s i s c o n t r o l l e d . W h e n M o d e l V i s u s e d t o d e s c r i b e 
a p r o c e s s , t h e o p t i m a l s e l e c t i o n o f t h e s a m p l e s i z e a n d t h e s a m p l i n g 
f r e q u e n c y w i l l b e d e t e r m i n e d b y t h e c o n s t i t u e n t m o d e l w h i c h d e s c r i b e s 
t h e m o r e i m p o r t a n t p r o c e s s c h a r a c t e r i s t i c . N o s a t i s f a c t o r y s c h e m e h a s 
y e t b e e n p r o p o s e d t o i n c o r p o r a t e b o t h t h e c h a r t s f o r t h e p r o c e s s m e a n 
a n d t h e v a r i a b i l i t y i n t o o n e c h a r t . I f s u c h a c h a r t c a n b e d e v e l o p e d , 
t h e q u a l i t y c o n t r o l p r o c e d u r e f o r a M o d e l V p r o c e s s w i l l b e s u b s t a n ­
t i a l l y s i m p l i f i e d . 
M o d e l V I 
I t i s v e r y i m p o r t a n t t o s t u d y t h e e f f e c t i v e n e s s o f v a r i o u s 
m o d e l s u n d e r c o n d i t i o n s w h e n t h e a s s u m e d n o r m a l i t y o f t h e d i s t r i b u t i o n 
o f t h e r a n d o m v a r i a b l e s i s v i o l a t e d . I f t h e p a s t d a t a h a s a d i s t r i b u ­
t i o n w h i c h i s m a r k e d l y s k e w , v a r i o u s m e t h o d s , a s s u g g e s t e d i n C h a p t e r 
V I I I , m a y b e u s e d t o e s t a b l i s h a v a l i d q u a l i t y c o n t r o l c h a r t p r o c e ­
d u r e . I f t h e p a s t d a t a a r e n o t a d e q u a t e t o e s t a b l i s h t h e n a t u r e o f 
t h e d i s t r i b u t i o n , a n d i f t h e r e i s r e a s o n t o b e l i e v e t h a t s o m e o f t h e 
b a s i c a s s u m p t i o n s o f t h e n o r m a l d i s t r i b u t i o n a r e n o t s a t i s f i e d , t h e 
c h o i c e o f t h e q u a l i t y c o n t r o l p r o c e d u r e b e c o m e s m o r e d i f f i c u l t . 
O n e o f t h e b a s i c a s s u m p t i o n s o f t h e C e n t r a l L i m i t T h e o r e m s o f 
K o l m o g o r o v , a n d L i n d e b e r g a n d L e v y , i s t h e i n d e p e n d e n c e o f t h e r a n d o m 
v a r i a b l e s c o m p r i s i n g t h e s a m p l e . H e n c e , t o e s t a b l i s h t h e n o r m a l i t y o f 
t h e d i s t r i b u t i o n o f s a m p l e m e a n s , t h e o b s e r v a t i o n s c o n s t i t u t i n g a 
s a m p l e s h o u l d b e i n d e p e n d e n t . I n p r a c t i c e , h o w e v e r , t h e s a m p l e o b s e r ­
v a t i o n s a r e o f t e n t a k e n s u c c e s s i v e l y , o r v e r y c l o s e t o g e t h e r , t o e s t i ­
m a t e t h e p r o c e s s m e a n a n d t h e p r o c e s s v a r i a b i l i t y a t t h e t i m e o f t a k i n g 
o f t h e s a m p l e . I t m a y b e l o g i c a l t h a t s u c h s u c c e s s i v e o b s e r v a t i o n s m a y 
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not be independent and errors will be Introduced in the subsequent 
quality control procedure. In such a situation, the Central Limit 
Theorem for dependent variables may be used. 
Such a procedure may be based on the notion of m-dependence. 
The sequence of random variables x^, x 2, . • . is m-dependent if 
(x^, x2t • • • 9 x r) is always independent of (x s, x s +^, . . .) 
provided s-r m. The sequence is called stationary if the joint 
distribution of x^, xi+i> • • • » xi+r *s Independent of i for all r. 
Then, according to Hoeffdlng and Robbins (17), for the m-dependent 
3 
stationary sequence with E(x^) - fx and E(|xjJ ) existing, as n—»-oo, n 1/2 the limiting distribution of ^x^ / i/n is normal with mean n yix 
and variance V - var (x
2) + 2 [cov(xLx2) + . . + cov(x1xm+1)] 9 2 2 If var(xj) - cr and cov(x1x i +1) * pi cr , 
V - <fl + 2crz - cr"(l + 2£>i> 
1 1 This theorem is applicable when independence of individual ob­
servations within a sample cannot be assumed. It is logical to assume 
that independence will exist among the sets of observations separated 
by one or more sampling intervals. The cumulative sum schemes will be 
extremely valuable in such cases, where, as the number of samples taken 
increases, the Hoeffdlng and Robbins theorem will be increasingly valid, and the normal theory will apply for the limiting distribution n of y x./ Vn. Substantial study needs to be done along this approach 1 
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t o c o m p a r e t h e c u m u l a t i v e s u m s c h e m e s w i t h t h e c o n v e n t i o n a l c h a r t s w h e n 
t h e o b s e r v a t i o n s i n a s a m p l e a r e n o t i n d e p e n d e n t . 
C o n c l u s i o n s 
T h e s i x p r o c e s s q u a l i t y m o d e l s d e v e l o p e d h e r e t o g e t h e r w i t h t h e 
r e v i e w o f t h e p e r t i n e n t l i t e r a t u r e i s d e s i g n e d t o p o i n t o u t t h e p o ­
t e n t i a l i t i e s a n d p r o c e d u r e s f o r L e v e l T w o a n d L e v e l T h r e e c o n t r o l 
c h a r t d e s i g n w o r k . A l t h o u g h a g r e a t d e a l c a n c e r t a i n l y b e a c c o m p l i s h e d 
b y t h i s a p p r o a c h t o t h e d e s i g n o f c o n t r o l c h a r t p r o c e d u r e s , o n e s h o u l d 
n o t l o s e s i g h t o f t h e f a c t t h a t t h i s a n a l y s i s i s b a s e d o n m a n i p u l a t i o n 
o f m a t h e m a t i c a l m o d e l s i n t h e " s y m b o l i c w o r l d " . T h e r e c o m m e n d a t i o n s 
b a s e d u p o n s u c h a n a n a l y s i s w i l l o n l y b e o f v a l u e i f t h e s y m b o l i c o r 
t h e m a t h e m a t i c a l m o d e l s a d e q u a t e l y p o r t r a y t h e p h y s i c a l s i t u a t i o n i n 
t h e " r e a l w o r l d " . 
T h e s u r v e y o f t h e l i t e r a t u r e i n d i c a t e s t h a t a d d i t i o n a l r e s e a r c h 
i s n e e d e d o n s o m e o f t h e p r o c e s s q u a l i t y m o d e l s , e s p e c i a l l y M o d e l I I , 
I I I , a n d V I . T h e r e i s a l s o a n u r g e n t n e e d f o r t h e c o n s i d e r a t i o n o f t h e 
e c o n o m i c f a c t o r s i n m a k i n g L e v e l T h r e e d e s i g n s . A s t h e m a n i p u l a t i o n o f 
t h e s e m o d e l s r e q u i r e s r a t h e r h i g h l e v e l t a l e n t s i n m a t h e m a t i c s a n d 
s t a t i s t i c s , t h e r e i s a l s o a n e v e r g r o w i n g n e e d t o t r a n s l a t e t h e s e 
m o d e l s i n t o s i m p l i f i e d r u l e s t o m a k e t h e m m o r e r e a d i l y a p p l i c a b l e i n 
i n d u s t r y . 
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